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ABSTRACT

DWI AGUSTINA, 3125121974. Analysis Of The Objective Fun-
ction Of A System. Thesis. Faculty of Mathematics and Natural
Science, Jakarta State University. 2017.

A system is a set of connected things or parts forming to support an activity.
If a system get failures, then it will be against the course of these activities. In
a system there is an objective function that can describe the operations of the
system. This thesis discusses objective function including benefits and expected
failure cost which both must be discounted appropriately, the discount value
that needs to be taken into account to prepare the necessary expenses for cost
at a time interval [0, t]. Assuming benefits is a constant, failure costs are
necessary if the system failures have independence and identically distributed
failure times. In this thesis we also discuss about asymptotic properties for
renewal process in the value of mean time between failures. An application
example of a system failures with exponential distribution is discussed at the
end of this paper to obtain the objective function.

Keywords : Renewal Process, Objective Functions, Laplace Transforms, Laplace-
Stieltjes Transforms.



ABSTRAK

DWI AGUSTINA, 3125121974. Analisis Fungsi Objektif Suatu
Sistem. Skripsi. Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,
Universitas Negeri Jakarta. 2017.

Sistem adalah perpaduan dari berbagai elemen yang saling bergantung un-
tuk menunjang suatu kegiatan. Jika suatu sistem rusak, maka akan beraki-
bat terhadap jalannya kegiatan tersebut. Dalam suatu sistem terdapat fungsi
objektif yang dapat menggambarkan jalannya sistem. Skripsi ini membahas
fungsi objektif dengan nilai pendapatan sistem dan kegagalan yang terdiskon,
nilai diskon ini diperlukan untuk mempersiapkan biaya yang diperlukan dalam
interval waktu [0, t]. Pendapatan diasumsikan konstan, sedangkan perbaikan
diperlukan apabila kegagalan terjadi pada suatu sistem, di mana waktu an-
tar kegagalan saling independen dan berdistribusi identik. Akan dibahas pula
mengenai sifat asimtotik terkait dengan proses renewal apabila terdapat nilai
rata-rata waktu antar kegagalan. Sebuah contoh aplikasi sistem yang mengala-
mi kegagalan dengan distribusi eksponensial dibahas pada bagian akhir skripsi
ini untuk mendapatkan fungsi objektif.

Kata kunci : Proses Renewal, Fungsi Objektif, Transformasi Laplace, Tran-
sformasi Laplace-Stieltjes.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dalam kehidupan sehari-hari manusia banyak menjumpai kejadian yang
mengandung unsur ketidakpastian. Sebagai contoh pada situasi tentang keda-
tangan nasabah pada suatu bank, tidak dapat dipastikan apakah besok nasa-
bah yang datang dalam jumlah yang sedikit atau dalam jumlah yang cukup
banyak. Sebagai contoh lain, sebuah mesin produksi yang dimiliki oleh suatu
pabrik, tidak dapat dipastikan apakah besok masih bisa digunakan atau meng-
alami kerusakan, dan masih banyak contoh-contoh yang lain. Situasi-situasi
ini dapat dimodelkan dengan proses stokastik.

Hull, dalam Howard (1989) menyatakan bahwa setiap nilai yang berubah
terhadap waktu dengan cara yang tidak tertentu (dalam ketidakpastian) di-
katakan mengikuti proses stokastik. Secara sederhana, proses stokastik adalah
sebuah proses yang nilai-nilainya berubah sTerdapat banyak obyek dalam ke-
hidupan sehari-hari yang dapat dipandang sebagai sebuah sistem, misalnya
mesin produksi, mesin pada kendaraan bermotor, perangkat keras komputer,
dan lain-lain. Sistem tersebut tidak selamanya terus bekerja, adakalanya sis-
tem tersebut rusak dan harus diperbaiki. Contohnya sistem di dalam dunia
industri, sebuah mesin tidak selamanya dapat berproduksi melainkan memiliki
peluang kerusakan pada satu waktu tertentu. Ketika mesin tersebut rusak ma-
ka dibutuhkan waktu untuk memperbaiki mesin sampai mesin dapat berfungsi

normal seperti sebelumnya. Kerusakan yang terjadi belum tentu hanya seka-



li,tetapi mesin tersebut juga memiliki peluang untuk dapat rusak dan harus
diperbaiki kembali. Dalam proses produksi perbaikan mesin ini menimbulkan
biaya yang cukup besar dalam peranannya sehingga perbaikan mesin perlu
dijadikan pertimbangan untuk menentukan keoptimalan produksi. ecara acak
seiring dengan berjalannya waktu. Proses stokastik banyak digunakan untuk
memodelkan evolusi suatu sistem yang mengandung ketidakpastian atau sis-
tem yang dijalankan pada suatu lingkungan yang tidak terduga.

Produksi dikatakan optimal jika mencapai tujuan yang diinginkan. Dengan
kata lain, dalam suatu produksi akan timbul biaya yang berpengaruh terhadap
keoptimalannya. Dalam proses produksi terdapat benefit atau pendapatan, bi-
aya operasional yang dikeluarkan, serta biaya tak terduga atau biaya yang
harus dikeluarkan jika sistem rusak dan butuh untuk diperbaiki. Keuntung-
an, biaya operasional serta biaya kerusakan merupakan pertimbangan penting
dalam suatu produksi yang optimal.

Beberapa penulis sebelumnya telah mempelajari mengenai kegagalan sis-
tem. Hasofer (1974) mengusulkan model renewal pada sistem yang bekerja
dengan mengganti atau memperbaiki sistem, contohnya keoptimalan pada sis-
tem publik yang sangat penting seperti jembatan. Selain itu, Rackwitz (2000)
mempelajari mengenai aspek tambahan dari model renewal dan aplikasinya
untuk analisis biaya dan keuntungan. Kemudian, Goda dan Hong (2006) mem-
pelajari asumsi biaya komponen kerusakan sistem pada gempa bumi dengan
proses Poisson dan non-Poisson dengan menggunakan analisis algoritma yang
dikembangkan dengan teknik simulasi. Pada skripsi ini, penulis akan meng-
analisis suatu fungsi objektif suatu sistem yang memiliki peluang kegagalan

pada waktu tertentu.



1.2 Perumusan Masalah

Perumusan masalah yang akan dikaji adalah bagaimana sifat-sifat fungsi

objektif suatu sistem?

1.3 Pembatasan Masalah

Pada penulisan skripsi ini, masalah yang akan dibahas dibatasi, yaitu:
1. Sistem dipandang sebagai suatu komponen

2. Sistem dibatasi pada sistem yang menghasilkan suatu produk dan ber-

peluang mengalami kegagalan sehingga diperlukan perbaikan

3. Analisis berfokus pada fungsi objektif dimana waktu antar kegagalan

sistem saling independen dan berdistribusi identik

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan yang ingin dicapai dalam penulisan skripsi ini adalah untuk men-

dapatkan sifat-sifat fungsi objektif suatu sistem

1.5 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari skripsi ini adalah menambah wawasan pem-
baca mengenai sifat-sifat fungsi objektif suatu sistem dan diharapkan dapat

direalisasikan dalam kehidupan nyata.



1.6 Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan kajian teori dalam bidang proses stokastik yang di-
dasarkan pada buku-buku dan jurnal-jurnal tentang teori permasalahan relia-

bilitas dan proses renewal. Referensi utama yang digunakan Rudiger Rackwitz

(2001).



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini, akan membahas mengenai sistem produksi, konvolusi variabel
acak, proses renewal, transformasi Laplace, transformasi Laplace-Stieljes, serta

suku bunga kontinu.

2.1 Sistem Produksi

Dalam proses produksi terdapat sistem yang bekerja dan menjadi pertim-
bangan dalam mendapatkan keoptimalan produksinya. Sistem adalah perpa-
duan dari berbagai elemen (komponen) yang saling bergantung atau menun-
jang satu sama lain untuk menangani suatu kegiatan yang berulang kali atau
yang saling terjadi untuk mencapai suatu tujuan.

Pada skripsi ini sistem yang dibahas lebih terfokus pada mesin produksi
dimana ketika mesin mengalami kerusakan, akan timbul biaya perbaikan. Sis-
tem dianggap dalam dua keadaan, yaitu berfungsi atau gagal berfungsi (dalam

perbaikan).

2.1.1 Biaya Sistem

Biaya merupakan alat ukur penting dalam suatu proses produksi. Pengu-
kuran biaya biasanya dilakukan secara periodikal dan secara terus menerus.
Biaya dalam produksi telah digunakan oleh berbagai perusahaan sebagai alat
pengukur performa secara periodik (Cooper & Kaplan, 1991).

Menurut Adikusumah (1982) untuk menyusun suatu sistem biaya, diper-



lukan pengetahuan yang mendalam mengenai:
1. Struktur organisasi dari perusahaan yang bersangkutan.
2. Proses Produksinya.

3. Tipe informasi biaya yang dibutuhkan oleh pihak manajemen.

Pendapatan Sistem (B(p))

Pendapatan merupakan sesuatu yang diharapkan dari sebuah produksi.
Dalam ilmu Akuntansi, pendapatan merupakan sesuatu yang dihasilkan dari
suatu produksi guna memperoleh keuntungan. Pada skripsi ini, B(p) diasum-
sikan konstan, maka B(p) = B.

Misalkan parameter sejumlah p merupakan banyaknya produk yang diha-
silkan, maka pendapatan dapat ditentukan. Contohnya apabila suatu perusa-
haan z memproduksi 4 macam produk dengan biaya per-produk sebesar Rp.

25.000, maka B(4) = Rp. 100.000

Biaya Konstruksi (C(p))

Biaya pengeluaran merupakan keseluruhan jumlah yang dikeluarkan untuk
menghasilkan barang jadi. Pengeluaran langsung terdiri dari biaya produk-
si bahan dan biaya tenaga kerja, sedangkan biaya tidak langsung dimasukan
ke dalam biaya tambahan pengeluaran pabrik, seperti bahan tambahan, bia-
ya pajak, asuransi, hingga fasilitas-fasilitas tambahan yang diperlukan dalam
proses produksi.

Biaya produksi sering juga disebut biaya pabrikasi atau biaya pabrik. Con-
tohnya adalah biaya bahan baku, biaya bahan penolong, biaya gaji karyawan

yang bekerja dalam bagian-bagian, baik secara langsung maupun tidak lang-



sung yang berhubungan dengan proses produksi menurut objek pengeluaran-
nya.

C(p) diasumsikan fungsi naik dari parameter p terhadap satuan waktu
t. Ketika semakin banyak produk, semakin besar pula biaya produksi yang
harus dikeluarkan. Sebaliknya, semakin sedikit produk yang dihasilkan, maka

semakin sedikit pula biaya produksi yang harus dikeluarkan.

Biaya Perbaikan (D(p))

Biaya perbaikan merupakan biaya yang dikategorikan dengan biaya tidak
terduga. Dalam sistem yang bekerja, ketika terjadi kegagalan, biaya perbaik-
an akan selalu dikeluarkan dari satu kegagalan dengan kegagalan berikutnya.
Besarnya biaya kegagalan bergantung seberapa besarnya kerusakan, biaya per-
baikan merupakan elemen penting dalam mendapatkan keoptimalan perusaha-
an. Pada skripsi ini, diasumsikan biaya perbaikan adalah fungsi turun dengan
probabilitas kerusakan juga merupakan fungsi turun dalam p.

Jika terdapat kerusakan dengan intensitas tinggi pada satu waktu, biaya
perbaikan D(p) naik, maka produk yang dihasilkan akan sedikit, artinya biaya
pengeluaran C(p) akan turun. Sebaliknya, apabila kerusakan terjadi dengan
intensitas rendah, biaya perbaikan D(p) turun, maka produk yang dihasilkan
mencapai jumlah yang besar, dan nilai C'(p) akan naik.

Dari penjelasan tersebut, antara biaya pengeluaran C(p) dan perbaikan
D(p) berbanding terbalik. Penjelasan mengenai biaya dijelaskan pada Gambar
2.1

2.1.2 Fungsi Objektif

Dari biaya sistem yang dijelaskan, didapatkan fungsi objektif untuk meng-

gambarkan produksi yang sedang berjalan. Fungsi objektif adalah fungsi yang



nilainya akan dioptimalkan. Nilai dari fungsi objektif dapat berupa nilai maks-
mimum atau nilai minimum, tergantung pada kasusnya. Dalam sistem pro-
duksi, fungsi objektif berupa nilai optimal dimana akan dicari nilai maksimum

yang diasumsikan sebagai berikut:

Z(p) diharapkan positif, karena dalam proses produksi hal yang diharapkan
adalah memperoleh suatu keuntungan, maka nilai dari pendapatan harus lebih

besar dari jumlah biaya pengeluatan dengan biaya kerusakan

B(p) > C(p) + D(p)

Berikut adalah gambar dari keseluruhan biaya sistem

Biaya

u’
m’\;;mameter p

P =

Gambar 2.1: Biaya dengan parameter p




2.2 Konvolusi Variabel Acak

Jika dalam suatu sistem terdapat beberapa kejadian dimana antara kejadi-
an satu dengan yang lainnya saling independen, kemudian untuk mendapatkan
deskripsi tentang fungsi kepadatan atau fungsi masa peluang dari kejadian sis-
tem tersebut, diperlukan konsep penjumlahan dua variabel acak independen.
Konsep ini merupakan konvolusi variabel acak yang dapat digeneralisasi untuk
kasus penjumlahan n variabel acak independen.

Misalkan X dan Y adalah variabel acak diskret yang independen dengan
fungsi masa peluang f,(z) = P(X = z) dan f,(y) = P(Y = y) dengan x dan y
bilangan bulat. Misalkan Z = X +Y dan fungsi masa peluangnya dinotasikan
dengan f,(z) = P(Z = z), dimana z adalah bilangan bulat. Anggap bahwa
X = k, dimana k adalah bilangan bulat, maka Z = z jika dan hanya jika
Y = z—k. Sehingga kejadian Z = z adalah gabungan dari pasangan kejadian-
kejadian yang saling asing. Sebagai akibatnya

P(Z=2)= f: P(X =k)P(Y =z — k)

k=—o00
Definisi 2.2.1. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak diskret yang
independen, dengan fungsi masa peluang f,(z) dan f,(y). Maka konvolusi

dari f,(z) dan f,(y) adalah fungsi f, = f, * f,, yang diberikan oleh
F(2) =D felk) fy(z = F)
k

dimana z dan k adalah bilangan bulat. Fungsi f,(z) adalah fungsi masa pelu-

ang dari variabel acak Z = X +Y

Definisi 2.2.2. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak kontinu yang
saling independen dan fungsi densitasnya berturut-turut adalah f(z) dan g(y).

Asumsikan bahwa f(z) dan g(y) adalah bilangan real, maka konvolusi f x g
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dari f dan g adalah fungsi yang didefinisikan dengan

(Fro)z) = [%f@—wmw@
_ /fg@—xﬁwwx

Teorema 2.2.1. Misalkan X dan Y adalah dua variabel acak yang independen
dengan fungsi densitasnya f,(z) dan f,(y). Maka penjumlahan dari Z = X+Y
adalah variabel acak dengan fungsi densitas f,(z) dimana f, adalah konvolusi

dari f, dan f,.

Bukti. Anggap variabel acak Z dibentuk dari penjumlahan dua variabel acak
yang independen X dan Y sehingga Z = X 4 Y adalah variabel acak dengan
fungsi densitas dimana X memiliki fungsi densitas f,(z) dan Y memiliki fungsi
densitas f,(y)

Dapat dituliskan fungsi densitas gabungan untuk Z dan X dengan menu-

liskan kembali peluang bersyarat

f(z,3) = f(zlz) fx (2)

Karena kejadian Z = z dengan syarat X = x ekuivalen dengan kejadian
Y = 2z — x, maka

fGlz) = fy(z =)

Sebagai akibatnya, dengan menggunakan peluang marginal, f(z) dapat ditu-

liskan sebagai

f2(z) = /fwﬂh@wx

=(/h@—xﬁﬂ@w
= fX*fY

Jadi, f7 = fx *x fy O



11
2.3 Proses Renewal

Dalam sistem produksi, dijumpai peralatan atau komponen yang mengala-
mi kegagalan. Sehingga, perlu perbaikan untuk melanjutkan proses produksi.
Proses semacam ini merupakan proses renewal. Secara definisi dapat dika-
takan bahwa jika barisan variabel acak non-negatif berdistribusi sembarang
identik dan independen maka proses menghitung pergantian disebut proses
renewal. Pada proses renewal setiap kali terjadi kegagalan, terus diperbaiki
sampai komponen berfungsi lagi dan proses dilanjutkan lagi.

Proses renewal secara matematik dapat didefinisikan sebagai berikut. Mi-
salkan X7, X5, ... merupakan barisan variabel acak non-negatif yang menya-
takan waktu-waktu antar kejadian yang berurutan dan saling independen dan

berdistribusi identik. Misalkan
Sp=>1,Xi;n>1dan S, =0,

dimana S,, menyatakan waktu kejadian ke-n.

— X1 ————»+— 1 >+ Xz

o
L'y
o
wmx ¥
w
p—

Gambar 2.2: Proses Renewal

Berdasarkan gambar 2.1 dapat dijelaskan bahwa banyaknya kejadian sampai

waktu ke ¢ diberikan oleh

N(t) = maks{n >0:5, <t} (2.1)

Definisi 2.3.1. Proses Stokastik N = {N(t),t > 0} yang didefinisikan pada

persamaan (2.1) dinamakan proses renewal.
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Distribusi dari N(¢) dapat ditentukan dengan memperhatikan bahwa ba-
nyaknya renewal pada waktu t > n jika dan hanya jika renewal ke-n terjadi

sebelum atau pada waktu ¢, yakni
Nit)>ne S, <t (2.2)
Dari Persamaan (2.2), dari hubungan antara N(¢) dan S, dapat diperoleh

P(N(t)=n) = P(N(t)>n)—P(N(t)>n+1)

= P(S, <t)— P(Su1 < 1) (2.3)

Misalkan variabel-variabel acak X;,i > 1, memiliki fungsi distribusi kumulatif

F, yakni F(z) = P(X; < z), dan S,, = )_ X; mempunyai fungsi distribusi
i=1

kumulatif F,, yakni

Fu) = P(S,<2)
- P(ng)

Fungsi distribusi F}, merupakan konvolusi n kali dari distribusi /' dengan diri-

nya sendiri. Dari persamaan (2.3) diperoleh
PIN(t) = n} = Fu(t) = Foa(t)
Untuk ¢ menuju tak hingga proses renewal N (t) memiliki sifat sebagai berikut

Proposisi 2.3.1. Dengan probalilitas 1,

. N(t
lim —t() =1
t—o00 H

dimana p = F(X;)

Bukti. Karena Sy(;) merupakan kejadian terakhir dari proses renewal dalam
selang waktu ¢ dan Spy(;)4+1 merupakan renewal pertama setelah waktu ¢, dapat

dituliskan
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Sniw <t < Sne+

atau
SN () < t SN(t)+1 (2.4)
N(t) = N(t)  N(t) '
karena
Snwy _ G X;
NGt N(t)

merupakan rata-rata dari N(t), merupakan variabel acak yang berdistribusi

independen dan identik. Menurut hukum bilangan bulat terbesar (SLLN)

fVN—ég) — p untuk N(t) — oco. Tetapi karena N(t) — oo untuk ¢ — oo maka

S
lim 2Y0 —
e Ny —H

selanjutnya
SN+l _ |:SN(t)+1:| {N(t)—kl}
N(t) — | N@#)+1 N(t) |
karena,
SN(#)+1
(N(t)+1)

merupakan rata-rata dari N(t)+1, merupakan variabel acak yang berdistribusi

independen dan identik.

maka,
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2.4 Transformasi Laplace

Suatu kejadian dalam kehidupan kebanyakan merupakan fungsi waktu f(t).
Perhitungan-perhitungan mengenai kejadian ini akan sangat dipermudah jika
dinyatakan dalam peubah lain yang bukan waktu. Perubahan pernyataan
suatu fungsi waktu ¢ ke dalam peubah lain disebut transformasi, berikut akan
dijelaskan transformasi Laplace. Dengan menggunakan transformasi Laplace,
suatu fungsi yang semula merupakan fungsi ¢t akan berubah menjadi fungsi s.

Definisi 2.4.1. Misalkan f(¢) adalah fungsi dari ¢t > 0. Maka transformasi

~

Laplace dari f(t) dinotasikan dengan f(s) atau L(f(t)), didefinisikan sebagai

Lf(1) = f(s)=Jy e f(t)dt

jika integral ini ada nilainya, dimana s adalah variabel bernilai real atau kom-
pleks.

Contoh 2.3.1 Transformasi Laplace dari f(t) = e adalah

J?(s) =L(e") = /OO e e dt
0

- [ e
0

= / ety
0

—1

= 0—-1
. 0-1
1

= ,S>a
s—a

Tidak semua fungsi memiliki transformasi Laplace. Terdapat syarat cu-
kup agar suatu fungsi f(¢) memiliki transformasi Laplace. Sebelum diberikan
syarat cukup tersebut, diperlukan beberapa pengertian yang terkait sebagai

berikut
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Definisi 2.4.2. Suatu fungsi dikatakan kontinu secara sebagian-sebagian da-
lam suatu selang a@ < ¢t < (3, bila selang ini dapat dibagi-bagi lagi ke dalam
sejumlah berhingga selang-selang dimana dalam setiap selang ini fungsinya

kontinu dan memiliki limit-limit kanan dan kiri yang berhingga.

Definisi 2.4.3. Suatu fungsi f(¢) dikatakan berorde eksponensial v jika ¢
menuju tak berhingga terdapat konstanta-konstanta riil M > 0 dan ~ sehingga

untuk semua ¢t > N berlaku
le™ " f(t) < M| atau |f(t)| < Me

Syarat cukup agar transformasi Laplace suatu fungsi ada, dinyatakan da-

lam teorema berikut

Teorema 2.4.1. Jika f(¢) adalah kontinu secara sebagian-sebagian dalam se-
tiap selang berhingga 0 < ¢t < N dan eksponensial berorde v untuk ¢ > N,

-~

maka transformasi Laplace f(s) ada untuk semua s > 7.

Bukti. Untuk bilangan positif N

/OOO e S f(t)dt = /ON e f(t)dt + /OO e f(t)dt

N
karena f(t) kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap selang berhingga
0 <t < N, integral pertama di sebelah kanan ada. Integral kedua di sebelah
kanan juga ada, karena f(t) eksponensial berorde v umtuk ¢ > N, maka

I e“f(t)dt’ < [Tl s

N N

< / e () de

0

< / e StMetdt =
0 S—=7

-~

Jadi, transformasi Laplace f(s) ada untuk semua s >~ O]



16

Berikut adalah beberapa sifat transformasi Laplace. Simbol £ disebut

operator dari transformasi Laplace, yang mentransformasikan f(¢) ke dalam

~

f(s).

1. Sifat Linear
Jika ¢; dan ¢y adalah sebarang konstanta sedangkan f;(t) dan fo(t) ada-
lah fungsi-fungsi dengan transformasi Laplacenya masing-masing fl(t)

dan fg(s), maka

L{cifi(t) +cafa(t)} = al L{fi(D)} + 2 L{f2(t)} = lel<3) + 02]?2(5)

2. Transformasi Laplace dari integral

~

Jika L{f(t)} = f(s), maka

s { s f(u)du} = 1)

3. Perkalian dengan t"

~

Jika L{f(t)} = f(s), maka

~

L{f(6)} = (1) 5= f(s)

Definisi 2.4.4. Fungsi tangga satuan (the unit step function) u(t) didefinisik-

an dengan

1 t>0,
u(t) =
0 t<DO.
Skema lebih umum
1 t>a,

u(t —a) =
0 t<a.
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Teorema 2.4.2. Misalkan f(s) ada untuk 0 < v < s. Jika a adalah konstanta
positif, maka

~

L(f(t = a)ult —a)) = e*f(s),

Bukti. Dari definisi transformasi Laplace, diperoleh

L(f(t—a)u(t—a)) = /OOO e f(t —a)u(t — a)dt
= /OO e S f(t—a)dt

dimana pada persamaan yang terakhir digunakan definisi fungsi tangga satuan
bahwa u(t — a) adalah 1 untuk ¢ > a dan sama dengan nol untuk ¢ < a.
Kemudian misalkan v = ¢t — a, maka didapat dv = dt dan persamaan di atas

menjadi

L(f(t—a)u(t—a)) = /000 e f(t —a)u(t — a)dt
= /OO e f(t—a)dt

= /ooe_ase_s”f(v)dv
0

— —as —Sv d
e /o e f(v)dv

= < “f(s)
[l

Definisi 2.4.5. Misalkan f(¢) dan g(¢) kontinu pada [0,00). Konvolusi dari

f(t) dan g(t) dinotasikan dengan f * g, yang didefinisikan dengan

(f*xg)(t fo ft—v)g(v)dv

Teorema 2.4.3. Misalkan f(t) dan ¢(¢) kontinu pada [0, c0) dan menyatakan

fungsi eksponensial dengan orde a;, maka

— o~

(f *+9)(s) = f(s)g(s)
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Bukti. Dengan menggunakan definisi dari konvolusi, diperoleh

—

T = Ji* e (e = vygtoran )
Kemudian dengan menggunakan fungsi tangga satuan (the unit step fun-

ction) yang digeser u(t — v), dimana u(t — v) = 1, jika t > v didapat
(f/*\g)(s) = / e (/ u(t —v)f(t — v)g(v)dv) dt
0 0

_ /OOO o(v) (/OOO et — o) f(t — v)dt> d

/OOo g(v) (/:O e f(t— v)dt) dv
_ /0 o) ( /O T pmasgme f(a)da) dv
/

" gl ( /0 s f(a)da) dv

-~

= g(v)e>" f(s)dv

]

Misalkan X7, Xy, ... adalah barisan variabel yang independen dan berdis-
tribusi indentik dengan fungsi distribusi kumulatif F' dan F, adalah fungsi

distribusi kumulatif dari X; + X5 + ... + X, yakni

F.(x)=P(X;1+Xo+ ..+ X, <2x)
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Sebelum mentransformasikan F),, perhatikan bahwa

Fz) = P(Xi+ X, <ux)

— //Xl+X2<$ x1) f(zg)dxdxsy
_ /0 /Ox mf(ﬂfl)d.Tlf(:Eg)d-T2

_ /0 T P(w — 1) f () des

(2.5)
dan transformasi Laplace dari Fy(z) adalah
R(s) = [ R
_ / / F(e2)F(x — 29)dsedz
=[] s ey
- / / F(w2)e™ " F(y)eVdasdy
_ /O /0 f(@a)e " ey F(y)edy
- :f\(xz)e_smda:g /0 Fly)edy
— )P 26)
Perhatikan juga bahwa
Fs) = /0 Ffox)e_s”"’d:v
_ —é /0 Fz)d(e=)
= s ir@e - [T o)
= 0 F(s)
= [F(s) (2.7)

dimana F*(s)adalah transformasi Laplace Stieltjes dari F', yakni
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F*(s) =[5 e *"dF(x)

Jika F' kontinu maka

~

F*(s) = /000 e f(x)dx = f(s) (2.8)

Dengan subtitusi dari (2.7) dan (2.8) ke (2.6), didapatkan transformasi Laplace

dari Fy(z)
Bs) = F*(S)EF*(S)
= PP

Skema umum transformasi Laplace dari F;, diberikan pada teorema berikut

Teorema 2.4.4. Transformasi Laplace dari F,, diberikan oleh

Fuls) = [ (s)]"

Bukti. Dengan menggunakan induksi matematika. Ambil n =1

F(s) = /0 " e (1)

= lim[e " F ()]} — /OOO Fi(z)d(e™")

b—oo

= 0-— /Ooo Fi(z)(—se™*")dx
= s/ooo Fi(x)e **dz

~

= sFi(s)
[

karena Fy(z) = F(z) maka F(s) = L[F*(s)]. Selanjutnya asumsikan benar

untuk n — 1

Fooi(s) = = [F*(s)]" ™! (2.9)
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dimana F},_; adalah fungsi distribusi kumulatif dari S,,_; = X1+ Xo+...4+X,, 1.
Akan dibuktikan

- 1 * n
Fu(s) = —[F"(s)]

s
dimana F;, adalah fungsi distribusi kumulatif dari S,, = X7+ Xo+...+X,,_1 +
X,,. Terlihat bahwa S,, = S,,_1 + X,, dengan S,_; dan X,, independen. Kemu-

dian dengan menggunakan persamaan (2.8) dan (2.9) didapat

-~

~1(8)f(s)
[F*(s)]" F7(s)

=5

F\n(3> =

W =W |
E

—

[V

S~—
3

Jadi terbukti bahwa F(s) = L[F*(s)]" untuk semua n bilangan asli.

2.5 Suku Bunga Kontinu

Tingkat suku bunga mempunyai pengertian yaitu harga dari pengguna-
an uang yang dinyatakan dalam bentuk persen untuk jangka waktu tertentu.
Misalkan terdapat sejumlah uang yang ditabungkan akan dibungakan dengan
suku bunga sebesar ¢ per tahun, maka dapat disebut tingkat suku bunga nomi-
nal. Namun, apabila terdapat sejumlah uang yang ditabungkan dengan suku
bunga sebesar i selama m periode dalam setahun, maka disebut dengan tingkat
suku bunga efektif.

Jika pembayaran dilakukan dengan laju suku bunga i™ dibayarkan m
periode per tahun, maka bank membayarkan bunga per tahun sebesar

Z’m

— =i 1]

ketika m naik, maka suku bungan ™ turun, dengan menggunakan kalkulus

akan ditunjukkan approksimasi (™ mendekati v = In(1 + i) sebagai periode



bunga m yang tak terhingga.

i = m((l + i) — 1)

dengan menggunakan aturan 1'Hospital, diperoleh

lim (™

m—00

Misalkan v = In(1 + 7), maka

atau

lim m((l + i) — 1)

m— 00

1+4)m—1
(lim %)
m—o0

1
lim ( +Z)

3=

3|

In(1 + i) (=m~?)

m—00 —m*2

lim (14 )7 in(1 + 1)

m—r0o0

lim In(1+1)

m— 00

In(1+1)

1+i=1¢"

1 =¢e7 —1
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(2.10)

ketika bunga majemuk dengan suku bunga v pada suatu waktu tertentu ditu-

liskan sebagai

maka dapat dituliskan

5(t) = (1+14)

5(t) = et

2.5.1 Nilai Akumulasi (D(t))

Jika dalam waktu ¢ = 0 terdapat sejumlah uang sebesar Dy, akan dibu-

ngakan dengan suku bunga sebesar v dalam selang waktu ¢,
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o
=+
\lu-ll/

e ———————

Gambar 2.3: Suku bunga kontinu

maka akan didapatkan sejumlah uang sebesar D(t) pada waktu ¢ diberikan

oleh
D(t) = Dye" (2.11)
Selanjutnya, akan ditentukan nilai sekarang dari fungsi objektif Z(p) de-

ngan menggunakan nilai sekarang, yaitu

Dy = D(t)e™ (2.12)



BAB III

PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dibahas mengenai asumsi fungsi objektif, model re-
newal untuk kegagalan sistem, dan contoh aplikasi kegagalan sistem dengan

kegagalan sistem berdistribusi eksponensial.

3.1 Fungsi Objektif

Misalkan dalam suatu proses produksi terdapat komponen penting yang
menjadi pertimbangan dalam penentuan keoptimalannya. Anggap dalam sua-
tu produksi terdapat pendapatan yang diterima, kemudian diperlukannya bia-
ya konstruksi yang harus dikeluarkan untuk jalannya produksi tersebut, serta
pengeluaran biaya perbaikan atau biaya reparasi jika sistem yang bekerja ru-
sak, maka dapat ditentukan suatu fungsi objektif.

Misalkan fungsi objektif dari sistem dirumuskan sebagai berikut:

di mana diasumsikan B(p) adalah pendapatan yang dihasilkan dari suatu kom-
ponen, C(p) adalah biaya konstruksi, D(p) adalah biaya kerusakan dan p ada-
lah parameter, mungkin berupa vektor, yang tergantung pada waktu. Semua
kuantitas akan diukur dalam satuan mata uang. Untuk menentukan nilai dari
Z(p) harga harapan dari B(p),C(p) dan D(p) perlu dihitung.

B(p) tidak terpengaruh atau sedikit menurun dengan masing-masing kom-

ponen dari p. Oleh karena itu, akan diasumsikan B(p) = B, suatu konstanta.

24
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Biaya akan diasumsikan dengan C(p) fungsi naik dalam p. Nilai C(p) seca-
ra umum paling mudah untuk ditaksir. Kuantitas diasumsikan sebagai D(p)
merupakan fungsi turun dalam p apabila probabilitas kerusakan merupakan
fungsi turun dalam p. Sebagai tambahan atas asumsi-asumsi sebelumnya,
Z(p) dianggap tetap positif.

Selanjutnya, keputusan tentang Z(p) harus diterapkan pada saat ¢t = 0.

Fungsi kapitalisasi kontinu akan digunakan, yakni
S(t)=e " (3.1)

dimana v merupakan suku bunga dan ¢ adalah waktu dalam satuan tertentu.
Selanjutnya, persamaan (3.1) digunakan untuk menentukan nilai sekarang
dari biaya pendapatan B dan model renewal yang menggambarkan tentang
kegagalan sistem dimana biaya perbaikan D(p) dapat ditentukan sehingga di-
dapatkan persamaan Z(p).
Penentuan nilai sekarang dengan mendiskonkan pendapatan dan kegagalan.

Dengan mengintegralkan persamaan (3.1), yakni

f) = / o(t

= /0 e " f(t)dt (3.2)

3.2 Model Renewal untuk Kegagalan Sistem

Asumsikan kejadian antar kegagalan sistem (perbaikan berikutnya) dapat
dimodelkan dengan proses renewal yang memiliki waktu antar kegagalannya

mempunyai fungsi densitas g(t). Misalkan

gn(t) = /0 Gn—1(t — 7)g(1)dr, n=23,.. (3.3)

merupakan fungsi densitas untuk waktu sampai terjadinya kejadian ke n, yang

merupakan konvolusi integral. Akan diasumsikan bahwa densitas waktu untuk
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kegagalan pertama berbeda dengan kegagalan berikutnya. Densitas waktu
sampai terjadinya kejadian pertama dinotasikan dengan g;(t). Proses renewal
yang bersesuaian disebut proses renewal termodifikasi.

Notasikan transformasi Laplace dari g;(t) dan g(t) dengan

Gi(6) = / T ey (t)dt

g0 = [ eyt (3.4
0
Dalam kasus kegagalan sistem mengikuti proses Poisson dengan intensitas

r(t) = A, maka fungsi survival dari sistem adalah

a(t) _ e—fgr(s)ds
_ s
— elh
—(At—0)

= €

— ef)\t

dan fungsi peluang densitas dari sistem adalah

gi(t) =gt) = rt)G()

= e ™M (3.5)
Maka, untuk proses Poisson stasioner dengan intensitas A, diperoleh

G0 =50 = [ e
0
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o0

_ [ -(M)t}
|

(),

DY (3:6)

0

O

Transformasi Laplace dari konvolusi g, (¢) untuk proses renewal termodifikasi

et (/ G (t — T)gl(T)dT> dt
ot (/ u(t —7)gn_1(t — T)gl(T)dT) dt
(

o
e (
g1(7) e

0
gi\7

adalah

t
0
0

(T)e™""gn_1(0)dr

Ut — T) g (t — T)dt) dr

J
J
-
J

= 51 [t

Misalkan
=>_ut)
i=1

adalah fungsi densitas renewal (renewal density). Transformasi Laplace dari

h(t) untuk proses renewal termodifikasi,

RO) = Y g0
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Dari persamaan (3.7), terlihat bahwa Y [¢*(0)]"~! merupakan deret geometri
n=1

tak hingga dengan suku pertama a = [¢*(0)]° = 1 dan rasio r = g*(6), maka

hi(0)

Transformasi Laplace dari h(t)

h*(6)

. 1
= 01 (8)1_—9*@
__gi(9)
1—g*(0) (39)
ntuk proses renewal biasa adalah
= > g0
= D gOlOr
_ 90
= 1o (3.10)

Asumsikan bahwa jika struktur gagal, rekonstruksi sistematis dipilih. Mo-

del renewal mensyaratkan waktu antar kegagalan yang saling independen.

Setelah kegagalan pertama, waktu-waktu kegagalan berikutnya terdistribusi

secara identik. Kondisi dijamin dengan asumsi bahwa muatan (load) pada

waktu-waktu antar kegagalan yang berbeda adalah independen dan struktur-

nya direalisasikan dengan aturan kejadian acak dan bersifat independen pada

masing-masing perbaikan. Total pendapatan terdiskon dari B yang bernilai

konstan b per satuan waktu dengan menggunakan persamaan (3.2) adalah

B

- (3.11)

B = Biaya pendapatan yang terdiskon

b = Biaya pendapatan yang bernilai konstan
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Nilai sekarang dari ekspektasi biaya kegagalan untuk rekonstruksi sistema-
tis setelah kegagalan terjadi. Dengan menggunakan # =  dari persamaan

(3.2) untuk proses renewal termodifikasi, adalah

D(p) = (C(p)+H) Z/ t)gn(t, p)d

= (C(p)+H)Z / e‘”t( / gn_l((t,p)—(T,p))gl(T,p)dT)dt

~ () + 1) Z e ([ un) = G gnalen) - ()
g1(, p)dT) dt

= (CO)+H) i [Catn( [ euten - )
gur((t0) — (7, p>>dt) dr

— O+ MY [ a7 G

= (Cp)+H)D_ gi1(v.p) /0 ) e "gi(r, p)dr

n=1

= (Cp)+H)Y g 1(v:p)g;(1:p)

n=1

= (Cp)+H) _ gi(v.p)gs1(7.p)

n=1

= (Cp)+H)> gi(v.p)lg*(v.p)""

= (C(p)+ H)gi(v,p) > _lg" (v, )"

gi (%p):
1—g*(v,p)
= (C(p) + H)hi(7,p) (3.12)

= (C(p)+H)

Nilai ekspektasi biaya kegagalan diperoleh dari perkalian jumlah kegagalan
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yang terdiskon dengan (C(p) + H) di mana C(p) merupakan biaya produksi

dan H adalah suatu konstanta. Oleh karena itu,

Z@—%—C@wwam+ﬂmwm» (3.13)

Untuk proses renewal biasa, hi(v,p) diganti dengan h*(, p), maka

Z@Z%—C@%%QM+HWMW) (3.14)

Jika kegagalan mengikuti proses Poisson stasioner dengan laju kegagalan A(p),
maka diperoleh
b A(p)

Z(p)Z;—C(p)—(C(p)ﬂLH)T (3.15)

Jika diasumsikan proses renewal untuk gangguan tertentu, sebagai contoh
gempa bumi, dengan densitas waktu-waktu antar kedatangan masing-masing
fi(t) dan f(t), dan kegagalan dapat terjadi secara independen dengan proba-

bilitas Ps(p), maka

Z(p) = b_ C(p) — (C(p) + H) Pr(p)fi(7)

5 —a-pe) e 819

Untuk gangguan Poisson dengan intensitas A, rumus diatas dapat disederha-

nakan menjadi

Z) = 2~ o) - (o) + M~

g 7+ Pr(p)A (317)

Rumus transformasi Laplace dari densitas renewal dapat diperoleh hanya
pada sedikit kasus. Pada umumnya sulit untuk mendapatkan proses transfor-
masi Laplace secara analitik dan perlu ditentukan secara numerik. Berikut

adalah beberapa sifat asimtotik terkait dengan proses renewal

lim A(t) = - (3.18)

t—o00 M

apabila f(t) — 0, untuk ¢ — oo
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Dimana p = E[T], mean waktu antar kegagalan. Rumus (3.17) berlaku
baik untuk proses renewal biasa maupun renewal termodifikasi. Transformasi

Laplace asimtot yang sesuai adalah

lim vh(y) = % (3.19)

v—0
Oleh karena itu, untuk kasus rekonstruksi sistematis, diperoleh fungsi objektif

Z(p) = % —O) - (C) + H%m (3.20)

3.3 Contoh Aplikasi

Suatu sistem yang sedang berjalan, memiliki pendapatan (B(p)) yang dia-
sumsikan konstan B. Total B yang terdiskon dengan nilai konstanta b persa-

tuan waktu dengan suku bunga v adalah

B = b/ e tdt
0

= (3.21)

Selanjutnya, misalkan suatu sistem yang sedang berjalan memiliki peluang
kerusakan dengan variabel acak x berdistribusi eksponensial dengan parameter
A. Variabel acak x dikatakan berdistribusi eksponensial dengan parameter A

jika memiliki fungsi densitas
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Fungsi distribusi kumulatif yaitu

0 z < 0.

Transformasi Laplace dari fungsi eksponensial dengan s = v adalah
Fe) = [ emara

/ emd(1 — )
0

/ e e Mdx

0

/ e FNT gy

0

- - [e(v+/\) }
v+ A 0

A

= _H—A(O - 1)

A
= — 3.22
Y4+ A ( )

Nilai sekarang dari ekspektasi biaya kegagalan D(p) dengan suku bunga ~y

untuk proses renewal, yaitu

D(p) = (C’(p)+H)i/OOO5(t)F t)dt

— (C(p)+ H) Z / ( / t_T)Fn_lu_T)F(T)dT)dt
_ <c<p>+H>; [Tra ([T et npaa-na)ar
- (Cp)+H) f} | r@eE i
- €O+ Y F) [
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= (Clp)+H)) Fr ,(7)F*(7)
= (Cp)+H)Y_ F(F_()

= (Cp)+H)Y_ FF "

P (7)

= (C@0+=H)T:7ﬁzﬁ

(3.23)

Dengan mensubtitusi persamaan (3.21) ke dalam persamaan (3.22) maka
didapatkan model renewal untuk ekspektasi biaya kegagalan dengan laju sebe-
sar A dibagi dengan ~ yang merupakan suku bunga, kemudian dikalikan dengan
(C(p) + H) di mana C(p) merupakan biaya pengeluaran dan H diasumsikan

suatu konstanta, maka

_ F*(7)
D(p) = (Clp)+H)y —F ()
A
= (Clp) + H)— P
LH—)\
= (C(p) + H)=525
= (Clp) + H)% (3.24)
Maka, didapatkan fungsi objektif
25 =2 - ) - () + 12 (3.25)

Dari fungsi objektif di atas, terlihat bahwa nilai Z(p) diperoleh dari bia-
ya pendapatan dibagi dengan suku bunga, dikurangi biaya pengeluaran, dan
dikurangi dengan perkalian antara laju kerusakan dengan biaya pengeluaran
yang ditambah dengan suatu konstanta, kemudian dibagi dengan suku bunga.
Nilai Z(p) diharapkan positif agar suatu perusahaan dalam proses produksinya

dapat memperoleh suatu keuntungan.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, maka dapat diambil kesimpulan

sebagai berikut:

1. Fungsi objektif dengan waktu kegalalan sistem yang independen dan
berdistribusi identik adalah

HMZ%—C@%%QM+HMWmﬂ

Nilai Z(p) diperoleh dari biaya pendapatan dibagi dengan suku bunga,
kemudian dikurangi dengan biaya pengeluaran, dikurangi dengan biaya
perbaikan. Di mana biaya perbaikan adalah perkalian antara jumlah
dari biaya pengeluaran dan suatu kontanta dengan model renewal suatu

sistem yang bergantung dengan suku bunga dan variabel acak p.

2. Fungsi objektif yang terkait dengan sifat asimtotik proses renewal adalah

ﬂng—owwwam+ﬂgiﬁ

Dari persamaan di atas, Z(p) senilai dengan nilai positif dari biaya pen-
dapatan yang dibagi dengan suku bunga, kemudian dikurangi dengan
biaya pengeluaran, dikurangi dengan penjumlahan dari biaya pengeluar-
an dan suatu konstanta yang dibagi dengan suku bunga dikali rata-rata

waktu kegagalan sistem dengan variabel acak (p).

34
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3. Fungsi objektif pada contoh aplikasi adalah

Zp) =2 - ) - € + H)@

Dari fungsi objektif di atas, terlihat bahwa nilai Z(p) diperoleh dari bi-
aya pendapatan dibagi dengan suku bunga, dikurangi biaya pengeluar-
an, dan dikurangi dengan perkalian antara laju kerusakan dengan biaya
pengeluaran yang ditambah dengan suatu konstanta, kemudian dibagi

dengan suku bunga.

Dari ketiga fungsi objektif yang diperoleh, nilai dari fungsi objektif Z(p)
dengan asumsi bahwa biaya pendapatan bernilai konstan dengan faktor dis-
kon sebesar v, ketiganya memiliki nilai positif pendapatan dibagi dengan suku
bunga, kemudian dikurangi dengan biaya pengeluran, kemudian dikurangi de-
ngan perkalian antara jumlah biaya pendapatan dan suatu konstanta dengan
model renewal kegagalan sistem. Model renewal sistem merupakan hal yang
menjadi pembeda diantara kesimpulan di atas, model renewal bergantung ke-

pada distribusi peluang kegagalan sistem dan nilai asimtot proses renewal.

4.2 Saran

1. Pada pembahasan skripsi ini, waktu antar kegagalan sistem saling in-
dependen dan waktu-waktu antar kegagalan terdistribusi secara identik.
Disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk mencari model renewal

apabila waktu antar kegagalan tidak independen dan tidak identik.

2. Pada pembahasan skripsi ini, diasumsikan bahwa kerusakan sistem ber-
distribusi eksponensial. Disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk
menggunakan distribusi lain selain distribusi eksponensial, misalkan dis-

tribusi gamma.
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