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ABSTRACT

FATMAH AINURROCHMA, 3125120210. Asian Options Pri-
cing Using Quasi Monte Carlo Methods. Thestis. Faculty of Ma-
thematics and Natural Science Jakarta State University. 2017.

The development of the investment is currently growing rapidly, so that mo-
re and more alternative investment can be the choice of investors in investing.
Alternative means offered by the company is derivative products, one of the
most known of derivative products is the option. Stock are underlying options
which most populer. There are two commonly used options, the Furopean Op-
tion and the American Option. Both options have a payoff which only depends
on the asset price when it is executed. Under Asian Options to be used in this
thesis, its payoff not only depends on asset price when it is executed but also
depends on the averege asset prices over the lifetime of the option. The ave-
rage type used is the arithmetic average using the Quasi Monte Carlo method.
The Quasi Monte Carlo method is based on a uniformly distributed sequence,
the rows that will be discussed in this thesis are Halton sequence 2-dimension.
The first purpose using the Quasi Monte Carlo method is to generate the do-
ts x;,a = 1,...,N on [0.1)* so that to get the minimum error by replacing
the dots with the sequences of x;,i = 1, dots, N on [0.1)? that including the
uniformly distributed sequrence. It is expected that the error on the approach
can be ignored by enlarging the N wvalue. The next purpose is to get a better
convergence value, this will be fulfilled with the line low-discrepancy. Sequence
can be “resurrected” after all the purpose of the Quasi Monte Carlo methods,
so it can proceed on the calculation to determine the value of an Asian call
option.

Keywords : Option, Asian Option, Quasi Monte Carlo, Halton sequence,
Discrepancy, low discrepancy.



ABSTRAK

FATMAH AINURROCHMA, 3125120210. Penentuan Harga Kon-
trak Opsi Asia Menggunakan Metode Quasti Monte Carlo. Skripsi.
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Ne-
geri Jakarta. 2017.

Perkembangan dunia investasi saat ini tumbuh pesat, sehingga semakin
banyak alternatif alat investasi yang dijadikan pilihan investor dalam berinves-
tasi. Sarana alternatif yang ditawarkan perusahaan adalah produk derivatif,
salah satu produk derivatif yang banyak dikenal ialah opsi. Saham meru-
pakan aset dasar opsi yang sangat populer. Terdapat dua opsi yang sering
digunakan, yaitu Opsi Eropa dan Opsi Amerika kedua opsi tersebut memi-
liki payoff yang hanya bergantung pada harga aset saat dieksekusi. Sedang
Opsi Asia yang akan digunakan pada skripsi ini, payoffnya tidak hanya ber-
gantung pada harga aset saat dieksekusi tapi juga tergantung pada rata-rata
harga aset selama masa hidup opsi. Tipe rata-rata yang digunakan ialah rata-
rata aritmatik menggunkan metode Quasi Monte Carlo. Metode Quasi Monte
Carlo didasari sebuah barisan yang terdistribusi uniform, barisan yang akan
dibahas pada penulisan ini ialah barisan Halton dimensi-2. Tujuan pertama
dengan menggunakan metode Quasi Monte Carlo ialah menghasilkan titik-
titik z;,4 = 1,..., N di [0,1)? sehingga memperoleh error yang minimum,
yaitu dengan mengganti titik-titik tersebut dengan barisan z;,2=1,..., N di
[0,1)? yang memenuhi barisan yang terdistribusi uniform. Diharapkan kesa-
lahan pada pendekatan dapat diabaikan dengan memperbesar nilai N. Tujuan
selanjutnya ialah mendapat nilai konvergensi yang lebih baik, hal ini akan ter-
penuhi dengan barisan low-discrepancy. Barisan dapat dibangkitkan setelah
terpenuhi semua tujuan dari metode Quasi Monte Carlo, sehingga dapat di-
lanjutkan pada perhitungan untuk menentukan nilai sebuah opsi call Asia.

Kata kunci : Opsi, Opsi Asia, Quasi Monte Carlo, barisan Halton, Discre-
pancylow discrepancy.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Perkembangan dunia investasi sekarang ini semakin pesat, hal ini ditun-
jukkan oleh semakin banyak alternatif alat investasi yang dijadikan pilihan
investor dalam berinvestasi. Sarana alternatif untuk berinvestasi yang dita-
warkan di berbagai bursa dunia adalah produk derivatif. Produk derivatif me-
rupakan suatu intrumen keuangan yang nilainya bergantung pada nilai aset
yang mendasarinya. Salah satu produk derivatif yang banyak dikenal dan di-
perdagangkan oleh masyarakat adalah opsi. Opsi merupakan sebuah produk
derivatif sehingga nilainya bergantung dengan aset yang mendasarinya. Aset
yang mendasari opsi dapat berupa saham, emas, mata uang asing, indeks
saham dan lainnya. Asset dasar opsi yang banyak digunakan investor ialah sa-
ham. Pada opsi terdapat dua jenis kontrak opsi yang paling mendasar, yaitu
opsi call dan opsi put.

Opsi berdasarkan waktu eksekusinya terdapat dua tipe opsi, yaitu opsi
Eropa dan opsi Amerika. Kedua opsi tersebut payoffnya hanya bergantung
pada harga aset saat dieksekusi. Selain dari opsi Eropa dan Amerika ter-
dapat opsi eksotik. Opsi eksotik adalah opsi yang payoff-nya tidak hanya
bergantung pada harga aset saat dieksekusi, tapi juga bergantung pada harga-
harga aset selama masa hidup opsi. Contoh opsi eksotik adalah barrier option,
lookback option dan Asian option (opsi Asia).

Pemilihan opsi Asia merupakan sebuah sekuritas dalam berinvestasi dika-



renakan opsi Asia payoofnya tidak hanya bergantung pada harga aset saat
dieksekusi melainkan bergantung juga terhadap rata-rata harga aset selama
masa hidup opsi.

Opsi Asia bergantung terhadap rata-rata harga aset maka tipe rata-rata
yang akan digunakan dalam tugas akhir ini, ialah rata-rata aritmatika. Jika
distribusi harga saham lognormal maka distribusi dari rata-rata aritmatikanya
tidak diketahui. Hal ini menyulitkan dalam penentuan harga opsi Asia. Oleh
karena itu, perlu dilakukan aproksimasi untuk menentukan distribusi rata-rata
aritmatika. Metode yang akan digunakan untuk mengaproksimasi distribusi
rata-rata tersebut, ialah dengan Quast Monte Carlo.

Metode Quasi Monte Carlo merupakan metode Monte Carlo yang meng-
gunakan barisan kuasi-acak sebagai pengganti dari bilangan acak semu. Terda-
pat beberapa barisan kuasi-acak diantaranya barisan Van der Corput, Faure,
Halton, dan Sobol. Pada pembahasan selanjutnya, akan dperkenalkan barisan
Van der Corput terlebih dahulu dikarenakan barisan Van der Corput bentuk
dimensi satu dari barisan Halton yang akan digunakan pada perhitungan nilai
kontrak opsi Asia.

Pada penulisan terdahulu di Indonesia sudah ada yang menuliskan me-
ngenai opsi Asia yang berjudul penentuan opsi Asia pada penulisan ini me-
tode yang digunakan rata-rata geometrik dengan Black-Scholes dan rata-rata
aritmatiknya dengan pendekatan Black-Scholes (Khuriyanti, 2009). Adapun
penulisan yang membahas mengenai metode Quasi Monte Carlo yaitu meng-
hitung opsi Eropa dengan menggunakan metode Quasi Monte Carlo dengan
menggunakan barisan Van der Corput (Rahmawati, 2010). Pada penulisan ini
akan mengembangkan dari kedua penulisan tersebut yaitu menghitung nilai
opsi Asia dengan menggunakan metode Quasi Monte Carlo. Pemilihan meto-

de Quasi Monte Carlo berdasarkan penemuan studi sebelumnya yang memberi



pernyataan bahwa, metode Quasi Monte Carlo lebih unggul dari setiap teknik
lainnya karena hasilnya memiliki presisi yang tinggi dan standar deviasi yang
rendah (Kubendran, 2014). Berdasarkan latar belakang tersebut penulisan ini
mengangkat judul penentuan harga kontrak opsi Asia dengan menggunakan

metode Quast Monte Carlo.

1.2 Perumusan Masalah

Perumusan masalah yang akan dikaji adalah bagaimana menentukan harga
kontrak opsi Asia menggunakan metode Quasi Monte Carlo dengan barisan

acak Halton 7

1.3 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam penulisan ini adalah:

1. Aset dasar yang digunakan berupa saham.

2. Bentuk dasar opsi Asia yang digunakan adalah average price option.
3. Perhitungan hanya menggunakan tipe rata-rata aritmatika.

4. Barisan acak yang digunakan adalah barisan acak Halton dimensi-2.
5. Tingkat bunga yang digunakan ialah tingkat bunga bebas resiko.

6. Waktu pengeksekusian menggunakan Furopean style

7. Opsi yang akan digunakan yaitu opsi call Asia



1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan yang ingin dicapai dalam skripsi ini adalah langkah untuk menen-

tukan harga kontrak opsi Asia dengan menggunakan metode Quasi Monte Carlo.

1.5 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari skripsi ini adalah memperoleh pendekatan
yang lebih akurat dengan metode Quasi Monte Carlo untuk memperoleh harga

kontrak opsi Asia.

1.6 Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan kajian teori dalam bidang matematika keuangan
yang didasarkan pada buku-buku dan jurnal-jurnal tentang teori permasalahan
dalam bidang keuangan. Referensi utama penulisan ini diantaranya Paolo
Brandimarte (2006) Piergiacomo Sabino (2007), Kurhayanti (2009), Nadya
Rahmawati (2010) dan Kubendran (2014).



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai opsi, opsi eksotik, rata-rata aritma-
tik, proses stokastik, gerak Brown, proses saham, Metode Quasi Monte Carlo
dan Low Discrepancy. Penentuan harga opsi Asia dengan rata-rata aritmatik
dengan metode Quasi Monte Carlo akan dibahas pada bab selanjutnya, dan

akan diperkenalkan pada bab ini.

2.1 Opsi

Opsi adalah suatu kontrak yang hanya memberikan hak kepada peme-
gang kontrak untuk membeli atau menjual suatu aset dasar kepada penu-
lis option dengan harga tertentu (strike price) dalam jangka waktu tertentu
(expiration date). Hak tersebut diperoleh pembeli opsi dengan membayarkan
sejumlah uang kepada penjual opsi yang dinamakan harga opsi.

Berdasarkan jenis kontrak opsi yang paling mendasar terbagi menjadi dua

yaitu:

1. Opsi call yaitu memberikan hak kepada holder untuk membeli suatu
aset saham tertentu dengan jumlah tertentu dan pada harga yang telah

ditentukan selama periode waktu tertentu.

2. Opsi put yaitu memberikan hak kepada holder untuk menjual suatu aset
saham tertentu dengan jumlah tertentu dan pada harga yang telah di-

tentukan selama periode waktu tertentu.

Istilah-istilah yang sering digunakan dalam opsi:



1. Holder adalah pihak yang membeli kontrak opsi.
2. Wnriter adalah pihak yang mengeluarkan kontrak opsi.

3. Strike price (K) adalah harga yang harus dibayarkan holder kepada wri-

ter jika mengeksekusi opsi.
4. Maturity time (T) adalah waktu jatuh tempo.

5. Payoff adalah sejumlah nilai yang diterima holder saat masa opsi bera-

khir.
6. Aset dasar adalah aset yang menjadi dasar dari kontrak opsi.

7. Harga opsi adalah harga awal yang diberikan holder ke writer untuk

memperoleh hak opsi.
8. Volatilitas adalah standar deviasi dari harga aset keuangan.

9. Risk-free rate atau tingkat suku bunga bebas resiko (r) adalah tingkat
suku bunga yang diasumsikan diperoleh jika berinvestasi aset yang bebas

resiko.
Berdasarkan waktu pengeksekusian, opsi terbagi menjadi 2, yaitu:

1. Opsi Eropa adalah jenis opsi yang hanya dapat dieksekusi saat masa opsi

berakhir.

2. Opsi Amerika adalah jenis opsi yang dapat dieksekusi kapanpun selama

masa hidup opsi.

Selain opsi eropa dan opsi amerika terdapat opsi eksotik. Opsi eksotik ialah
opsi yang payoffnya tidak hanya bergantung pada harga aset saat dieksekusi,
tapi juga bergantung pada harga-harga aset selama masa hidup opsi. Beberapa

opsi eksotik, yaitu :



1. Opsi Barrier adalah opsi yang memiliki payoffnya bergantung pada per-
ubahan hidup atau matinya lintasan asset yang tingkatnya telah ditetap-

kan.

2. Opsi Lookback adalah opsi yang payoff nya pada bergantung pada salah

satu dari maksimum atau minimum nilai yang telah dicapai oleh asset.

3. Opsi Asia adalah opsi yang payoff-nya bergantung pada rata-rata harga

aset selama masa hidup opsi.

2.2 Opsi Asia

Opsi Asia adalah opsi yang payoff-nya bergantung pada rata-rata harga

aset selama masa hidup opsi. Ada 2 bentuk dasar dari opsi Asia, yaitu:

1. Awerage price option adalah opsi Asia yang payoff-nya bergantung pada
perbedaan antara rata-rata harga saham selama masa hidup opsi dengan
harga eksekusi yang telah ditentukan. Payoff dari average price option

saat jatuh tempo adalah

maz | =+ fOT S(t)dt — K, 0 untuk opsi call Asia
max | K — %fOT S(t)dt,0 untuk opsi put Asia
Dimana :
1 /T
T/ S(t)dt : Merupakan Rata-Rata Harga Saham, dan
0
K : Strike Price (Harga yang harus dibayarkan)
S(t) : Harga saham pada waktu (t)

2. Awverage strike option adalah opsi Asia yang payoff-nya bergantung pada

perbedaan antara harga saham saat jatuh tempo dengan rata-rata harga



aset selama masa hidup opsi.

Payoff dari average strike option saat jatuh tempo adalah
maz | % fOT S(t)dt —S(T),0 untuk opsi call Asia

maz | S(T) — OT S(t)dt,0 untuk opsi put Asia

Dimana :

S(T) : Harga saham pada saat jatuh Tempo

Misal ¢(S) sebuah payoff dari harga saham. Beberapa tipe rata-rata opsi

Asia, yaitu :

1. Rata-rata aritmatika kontinu call dan put
I I
o(S) = <—/ S(t)dt — K) dan ¢(95) = (K— —/ S(t)dt)
T J T Jo

2. Rata-rata geometrik kontinu call dan put

o(S) = <e% Jo g S(t)at _ K) dan ¢(S) = (K et logsa)dt)
3. Rata-rata aritmatika diskrit call dan put
1 & 1 &
¢(5) = (E > S(t) - K) dan ¢(S) = (K - > S(ti))
i=0 i=0

4. Rata-rata geometrik diskrit call dan put

P(S) = (eé Yo S(t) _ K) dan ¢(S) = (K e zﬁosm))

2.3 Ukuran dan Variabel Acak

Teori berikut ini merupakan teori yang mendasari pengertian dari metode

Monte Carlo. Namun, hal ini tidak menjadi fokus utama dalam penulisan ini.



Definisi 2.3.1 (c-aljabar). Misal {2 himpunan sebarang yang tak kosong dan

F adalah keluarga subhimpunan 2. F dikatakan aljabar-o jika:
1. 0,Qe F
2. Jika A € F maka A° € F
3. Jika (A,) € F maka |J~ (A,) € F

n=1

Definisi 2.3.2 (Ukuran). Diberikan F aljabar-o pada Q. Fungsi A : F — R

disebut ukuran jika memenuhi:
1. A0)=0
2. AM(A) > 0 untuk setiap A € F

3. Jika (A,) € F merupakan barisan himpunan yang saling lepas, yaitu

A;NA;=0,1i4# j, maka

A (G A,-) = f: A(4)

Definisi 2.3.3 (Ukuran Probabilitas). Diberikan F aljabar-o pada 2. Fungsi

P : F —[0,1] disebut ukuran probabilitas jika memenuhi:
1. P(0)=0dan P(Q2) =1

2. Jika (A,) € F merupakan himpunan yang saling lepas, yaitu A;NA; = 0,

i # j, maka
P (U AZ) => P(4)
i=1 i=1
Definisi 2.3.4. Diberikan €2 himpunan tak kosong, F aljabar-c pada 2, dan

P ukuran probabilitas pada F.

1. (Q,F) disebut ruang terukur
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2. (Q, F, P) disebut ruang probabilitas

Definisi 2.3.5. Diberikan f : 2 — R. Fungsi f dikatakan terukur F jika

untuk setiap o € R, himpunan {z € Q: f(z) > a} € F.

Definisi 2.3.6. Misalkan R adalah himpunan semua bilangan riil, Aljabar
Borel pada R adalah aljabar-o terkecil yang memuat semua interval buka pada

R.

Definisi 2.3.7. Misalkan f merupakan fungsi dari ruang terukur (2, ) pada
bilangan riil. Fungsi f dikatakan terukur jika untuk setiap himpunan Borel

B € B, himpunan {z, f(x) € B} € F.
Beberapa contoh himpunan Borel yaitu:
1. Semua himpunan buka di R.

2. Semua komplemen dari himpunan buka di R.

w

. Semua gabungan dari himpunan buka di R.
4. Semua komplemen dari gabungan himpunan buka di R.

Definisi 2.3.8. Diberikan ruang probabilitas (€2, F, P). Sebuah barisan {F,,,n =
0,1,2,...} dikatakan filtrasi jika F, untuk setiap n merupakan subaljabar—o

dari F, dan F,, C F, o1 untuk n =0,1,2,....

Definisi 2.3.9. Diberikan ruang probabilitas (€2, F, P). Fungsi terukur X :
Q) — R™ disebut variabel acak jika untuk setiap B € B(R") berlaku X !(B) €

F. Jika X variabel acak, fungsi distribusi dari X didefinisikan dengan

Fx(z) = P(X <z)=P(X € (—o0, x]).
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Variabel acak X dikatakan diskrit jika fungsi distribusinya dapat dinyatak-

an sebagai

Fx(z) =Y P(X =uy).

y<z

Variabel acak X dikatakan kontinu jika fungsi distribusinya dapat dinyatakan

sebagai
Feto)= [ fxly)dys € R
untuk suatu fungsi f : R — [0, 00) yang terintegralkan. Fungsi f ini dinamakan

fungsi kepadatan peluang. Dalam kasus kontinu

(@) = 2P (@)

Nilai ekspektasi (mean) dari variabel acak X dinotasikan dengan F(X) yang

didefinisikan sebagai

B(X) = Y xf(z), jika X diskrit;
[Z af(x)de, jika X kontinu

2.4 Gerak Brown

Model pergerakan harga saham menggunakan proses Wiener sebagai rep-
resentasi sifat acak dari harga saham. Oleh karena itu teori-teori pada subbab

ini penting dalam menentukan model pergerakan harga saham.

Definisi 2.4.1. Proses stokastik adalah suatu variable acak X(¢) dengan t
€ T'dan T C R. Bila T = 1,2,... maka X (t) adalah proses stokastik dalam
waktu diskret. Bila 7" = [0,00) maka X () adalah proses stokastik dalam

waktu kontinu.

Berdasarkan definisi stokastik pergerakan harga saham merupakan sebuah
proses stokastik hal ini dikarenakan harga saham merupakan variabel acak

yang pergerakannya tidak dapat diketahui secara pasti pada waktu ¢.
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Definisi 2.4.2. Proses stokastik (W (t),t > 0) dinamakan proses gerak Brown

(proses Wiener) jika

2. (W(t),t > 0) mempunyai sifat stationary increment dan independent

mcrement;

3. Untuk setiap ¢ > 0, W () berdistribusi normal dengan mean 0 dan vari-

ansi ot.

Definisi 2.4.3. Gerak Brown dengan mean pt dan variansi ot disebut gerak

Brown dengan drift ;1 dan parameter variansi .

Untuk o = 1, W (t) disebut gerak Brown standar.

Teorema 2.4.1. Jika {W(t),t > 0} merupakan gerak Brown standar dan
X(t) =pt+oW(t)

maka {X(¢),t > 0} merupakan gerak Brown dengan drift.

Dimana :

1 : Nilai ekspektasi dari return

o : Standar deviasi (volatilitas) dari return
Bukti. Akan dibuktikan teorema 2.4.1 memenuhi definisi gerak Brown
1. Untuk t =0, X(0) = p(0) + oW (0)=0+0=0

2. Akan ditunjukan bahwa X (¢ + h) — X(t) bersifat stationary increment

dan independent increment
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(a) Akan ditunjukkan bahwa X (t+h)— X (t) bersifat independent incre-
ments untuk setiap n > 0 dan 0 < t; <ty < ... < t,,. Perhatikan

bahwa

X(tn) = X(tn-1) = pltn —tpa) +o(W(tn) = W(tn-1))

X(tn-1) = X(tn2) = pltn-r —tno2) + o(W(tn-1) — W(tn-2))

X(t2) = X(t1) = plty —t1) +o(W(tz) — W(t1))

X(t) = plt) +oW(t)

Karena untuk semua n > 0 dan 0 < t; < t5 < ... < t,, W(t,) —

W(tn-1),...,W(ta) — W(t1), W(t;) saling independen, maka
X(tn) — X(tn-1),-.., X(ta) — X(t1), X (1)

juga saling independen. Jadi proses {X (), > 0} bersifat indepen-

dent increments.

(b) Akan ditunjukkan bahwa X (t + h) — X (t) bersifat stationary incre-

ments. Perhatikan bahwa

X({t+h)—X(t) = plt+h)+oW(t+h)—(ul)+oW(t))
= pt+h)+oW(t+h)—pit)—oW(t)
= pu(t+h)—pult)+oWt+h)—ocW(t)
= p(t) +p(h) — p(t) + o (W(t+h) - W(t))

= ph) +o(W(t+h) - W(t))

Karena (W (t+h) — W (t) tidak bergantung pada t maka X (t+h) —
X (t) juga tidak bergantung pada t. Jadi X (¢t + h) — X(t) bersifat

stationary increments.
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3. Dalam fungsi normal, apabila suatu variabel acak ¥ memiliki mean 0 dan
variansi 1 maka p+ oY berdistribusi normal dengan mean p dan variansi
o?. Karena {W(t),t > 0} merupakan gerak Brown standar, maka W (t)
berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi t sehingga X(t) =

ut + oW (t) juga berdistribusi normal dengan mean ut dan variansi ot

O

2.5 Formula [to

Definisi 2.5.1. Sebuah proses [to adalah proses stokastik yang memenuhi

persamaan

X(t) = X(0) +/0 M(X(s),s)ds—l—/o o(X(s),s)dW(s) (2.1)

dimana W (s) gerak Brown (proses Wiener), u melambangkan koefisien drift

dan o melambangkan volatilities.

Proses Ito merupakan proses Wiener dengan p dan o sutu fungsi peubah
acak X dalam waktu t. Dapat dinyatakan dalam diferensial stokastik sebagai
berikut

dX(X(t),t) = p(X(t),t)dt + o(X(t),t)dW; (2.2)

Misalkan X (¢) sebuah proses It6 memenuhi (2.1) anggap f(x,t) adalah

1 9L 9L qan 2

sebuah fungsi kontinu dengan turunan parsial 3, 2%, 52

juga sebuah

proses [to, maka f(X(t),t) juga proses [t6 dan

10%f
(,U,tdt + O'tth) + E@OJCR (23)

df (X(t),t) = Z—J;dt +

of
ox

Hal ini dapat ditunjukkan dengan menggunakan deret Taylor ordo pertama

dan ordo kedua dapat digunakan untuk nilai fungsi f di sekitar x;, dapat
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diaproksimasi dengan:

Fxrgr) = flzw) + f (2) (@em — 2n) + %f//(xk)(IkJrl — )
Jika x; = W (t;) maka akan didapat :
fW (t1)) = f(W(tk))JrfIW(tk))[W(tkﬂ)—W(tk)H%f”(W(tk))[W(tk+1)—W(tk)]2

FW ()= F (W (k) = f/W(tk))[W(thrl)_W(tk)]"‘%fN(W(tk))[W(thrl)_W(tk))]Q

Misal 7 = {to,t1, ..., t,} adalah partisi dari [0,t]

FOV (D)) = FOV(0)) = W () - FOV ()

=D FWEDWV (tear) = W (t)]
POV IV () — W (1)
Untuk ]| = 0
FOv ) - o) = [ Foveave + 5 [ r o))
= [ rovenave « 3 [ rovea
Rumus Tt6 dalam bentuk integral dapat dinyatakan dengan
s () = v + [ vt + 3 [ v
Formula Ito dalam bentuk diferensial dapat dinyatakan dengan
AFOV(T)) = POV ()W (1) + & (W (1)

Bila fungsi f(X (t),t) fungsi kontinu dan terdeferensial pada variabel X (¢) yang

didefinisikan persamaan diferensial stokastik dengan drift rate p dan variansi



16

rate o dengan tabel It6 didapatkan (dX (t))* = odt sehingga :

0 0 10?
df (X (t),t) = G_{dt + a—idX(t) + §a—xj;(dX(t))2
0 0 10?
= 8—{dt + a—i(utdt + o dW (1)) + 56—;;(dX(t))2

— %{dt + g—i(u(X(t),t)dt + o (X(t),t)dW(t)) +

10%f

2
5@0’ dt

Sehigga f(X(t),t) juga proses [t6 dengan persamaan diferensial stokastik

0 0 102

Persamaan diferensial stokastik diatas yang akan dimanfaat pada gerak brown

untuk memodelkan perubahan harga S(t)

2.5.1 Gerak Brown Geometrik

Harga saham akan mengikuti gerak brown jika model pergerakan saham
dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan diferensial stokastik. Harga saham
pada saat ¢, yaitu S(¢) dikatakan mengikuti gerak brown geometrik jika dapat

dinyatakan dengan

S(t) = S(0) exp {aW(t) + (u - %az)t} (2.4)

i dan o adalah konstanta dengan o > 0.
Misalkan f(S(t),t) proses [to, maka berdasarkan persamaan (2.3) f(S(t), )

dapat dinyatakan dalam persamaan diferensial stokastik yaitu

d(S(t)) = @sa)dt +

a(5(t))
ox

102(5(1))

S(t) ([Ltdt + Utth> + 9 2

S(t)o?dt

Anggap S(t) mengikuti gerak brown geometrik, maka didapatkan gerak
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brown geometrik dalam bentuk diferensial :

a(s(1)) = 25 g )y 1 A0

= (u - %a2> S(t)dt + o S(t)dW (t) + %S(t)ant

S(t)(pedt + o dWy) + %GQ(;;(;))

S(t)odt

_ uS()dt — %JZS(t)dt + %UZS(t)dt + o S(H)AW ()

= pS(t)dt + o S(t)dW (t)
Gerak brown geometrik dalam bentuk diferensial :

d(S(t)) = uS(t)dt + o S(t)dW (t) (2.5)

2.6 Proses Harga Saham

Misal S(t;) adalah harga saham pada saat t;, untuk periode waktu At ,
ekspektasi perubahan AS, dengan p adalah tingkat return (pengembalian) dari
harga saham yang diharapkan. Berdasarkan persamaan (2.5) jika volatilitas
dari tingkat pengembalian selalu nol maka tingkat pengembalian akan bernilai
tetap (= ¢) untuk setiap interval waktu. Sehingga perubahan harga saham

dapat dimodelkan sebagai berikut :
AS = pS(t;) At (2.6)

dimana

AS = S(tis1) — S(t:) (2.7)

untuk tingkat pengembalian yang diharapkan per periode waktu At :

S(tiv1)—S(t)

Namun dalam aplikasinya, volatilitas dari tingkat pengembalian tidak selalu

bernilai nol. Artinya investor memiliki tingkat pengembalian yang tidak tentu
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untuk harga saham pada waktu yang berbeda. Hal ini dapat ditulis

S(tip1) = S(t)
S(t:)

S(tier) — S(t) = S(t)(uAt + sAW (1))

= uAt + o AW (t)

AS = uS(t;) At + oS(t;) AW (t) (2.8)

dimana X(t) adalah proses stokastik yang memenuhi gerak Brown Standar

sehingga didapatkan
S(tiv1) = S(t;) + uS(t) At + o S(t;) AW (¢) (2.9)
Berdasarkan sifat Gerak Brown standar persamaan (2.9) dapat ditulis menjadi
S(tis1) = S(t;) + pS(t) At + oS (t:)VALZ; (2.10)

dimana Z; berdistribusi normal identik independent di (0,1) dengan At — 0,
maka persamaan (2.10) menjadi sebuah persamaan diferensial stokastik dengan

waktu yang kontinu
dS(t) = uS(t)dt + o S(t)W(t) (2.11)

Pergerakan harga saham mengikuti gerak brown geometrik bentuk diferen-

sial persamaan (2.5), sehingga diperoleh
o2
S(t) = 5(0) exp((u - ?)t + 0W(t)>
S(t o?
ln<— —ut— Tt + oW (t) (2.12)
Jika diketahui W (t) ~ N(0,t), maka mean distribusi harga saham :
1 1
E {/ﬂ — §a2t + oW (t)} =F [ut] -F [50275} +FE {JW (t)}

1
:,Ut—§(72t+0

= (u - %Uz)t (2.13)
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variansi distribusi harga saham adalah
Var|ut — %ojt + O'W(t)] = Var {aW(t)]
=o*Var {W(t)}
= o’t (2.14)

Dengan parameter-parameter yang telah dicari terhadap asumsi resiko natural
yaitu asumsi bahwa tingkat pengembalian yang diharapkan sama dengan risk-

free rate u = r, diperoleh

1n<%)~ N((r - %#)u 0225) (2.15)

Jadi, dapat disimpulkan bahwa distribusi dari logaritma harga saham S(t)

adalah sebagai berikut:

1
InS(t) ~ N<ln S(0) + <7" — 502) t,aZt) (2.16)
MisalOZtO <t i <ta <ty <ty danA:tl—tOZtg—tl = =1y —ln,

maka persamaan (2.15) dapat ditulis menjadi

S(t) = S(0) exp(('r’ — %2) (t—0)+ aZM)

2
S(t) = S(O) exp((r — %) (tQ — tl) =+ O'Z\/tg — tl)
2
S(t) = 5(0) exp<(7‘ - %) (At) +0ZV At>
Jadi, S(t) yaitu harga saham saat waktu (¢) dapat dimodelkan

S(t) = 5(0) exp((r - ";) At + az@) (2.17)

2.7 Metode Monte Carlo

Metode Monte Carlo merupakan metode untuk megaproksimasi ekspektasi

dari variabel acak dengan pembangkit bilangan acak.
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2.7.1 Monte Carlo Standar

Misalkan permasalahan dari estimasi numerik mengikuti integral di [0, 1]%,
deZ > 1.
I = f(z)dz

[0,1)¢

Untuk d = 1, pada [0, 1) menghasilkan approximasi:

M .
I=[ fde ~ I=Y% wf(~—
| @ > uif(57)
L= iy, SO0+ /()
“u 25D T

denganwosz:ﬁdanwi:ﬁuntuklgiSM—l.

Untuk d > 1 menggunakan aturan hasil kali kartesius satu dimensi sede-
mikian hingga integral dimensi-d dapat dilihat sebagai iterasi integral satu
dimensi dan menerapkan aturan integral satu dimensi dalam setiap iterasi.
Misal f € C?([0,1]¢), sebuah hasil kali cartesian dari kubus satuan dimensi-d
adalah :

M M : :

_ i i

I= flz)dr ~ Izg E wil...widf(ﬂl,...,ﬂd)
i1=0  iq=0

[0,1)¢
Misal (2, F, P) ruang probabilitas sebarang, dan f : [0;1]¢ — [0; 1] fungsi
terintegral square integrable pada [0;1]?, maka I = I; dapat dianggap sebagai

E[f(z)] di mana z berdistribusi uniform di [0, 1]¢.

Definisi 2.7.1 (Estimasi Standard Monte Carlo). Misal (x1,...,xN) meru-
pakan vektor ii.d (independent identical distributed) r.v.s (random wvariabel
sequence) dengan x,, ~ U([0,1]?) dan n =1,..., N. Suatu estimasi MC stan-

dar dari I dapat didefinisikan sebagai (Piergiacomo 2007):

I=TIv =5 Y /(x) (2.18)
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Low Large of number memastikan bahwa fraksi ini menyatu dalam proba-
bilitas hampir pasti dengan nilai yang benar dari integral, dengan Low Large

of number maka (Piergiacomo 2007) :

P(lim Iy =1;) =1 (2.19)

n—o0

Untuk f square integrable, dapat dihitung sebuah varian dari f(x) :
02 = Varlf(x)] = /[ 1)~ 1y (2.20)
0,1
Teorema pusat limit memastikan bahwa (Piergiacomo 2007):
_ r o3
In—1I; 5 N(O, ﬁ”) (2.21)

Parameter o; pada umumnya tidak diketahui, tetapi dapat diperkirakan

secara statistik oleh deviasi standar sederhana (Piergiacomo 2007):

1 N

S=\lv—7 ;u(xi —Iy))? (2.22)

Metode Monte Carlo yang didasarkan penggunaan barisan bilangan acak
hanya memiliki laju konvergensi O(\/Lﬁ), dimana O . Sehingga, diperlukan

barisan bilangan lain yang memiliki laju konvergensi yang lebih baik.

2.8 Quast Monte Carlo

Metode Quasi Monte Carlo QMC didasari barisan bilangan dengan keti-
daksesuaian yang rendah (low discrepancy) yang terdistribusi uniform. Hal
ini bertujuan untuk menghasilkan titik-titik z;,2 = 1,..., N sehingga meng-

hasilkan kesalahan yang minimun dan laju konvergensi yang lebih baik.

Definisi 2.8.1 ((Estimasi Quasi Monte Carlo)). Misal x4, ..., xn merupakan

titik-titik dalam sebuah hypercube [0,1)¢. Suatu estimasi QMC dari I didefi-
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nisikan sebagai (Piergiacomo 2007):

. 1 &
t=1

2.8.1 Discrepancy (Ketidaksesuaian)
Definisi 2.8.2 (Distribusi Uniform di [0, 1)?). Barisan x,n € N berdistribusi

uniform di[0, 1)? jika untuk semua f € C([0,1)?) :

.
dim Z f(an) fle)de =1 (2.24)

Definisi 2.8.3 (Himpunan Titik dan Barisan). Sebuah himpunan titik P ialah

N [0,1)4

himpunan terbatas terdiri di N titik-titik zy,..., 25,2, € [0,1)4,n=1,..., N

selama barisan sebuah himbunan takterbatas dari titik-titik.

Discrepancy digunakan sebagai ukuran yang dapat mengukur keseragaman

suatu himpunan titik

Definisi 2.8.4 (General Discrepancy). Misal P dinyatakan sebagai selang

[u,v) dimana 0 < u < v < 1 yang merupakan koleksi subinterval di [0, 1),

general discrepancy dari himpunan titik xq,..., 2y di [0,1)¢ didefinisikan se-
bagai:
A(J;N N (e,
Dy = sup AUN) )\(J)‘ = sup 2n=1 &) AJ) (2.25)
JeP N JeP N

Dimana :

ci(zy) : Fungsi karakteristik .J

A(J) : terukur Lebesque

Definisi 2.8.5. Jika P pada definisi discrepancy dibatasi menjadi koleksi su-
binterval di [0,1)? yang dinyatakan sebagai [0,v)?,0 < v < 1, disebut dengan

discrepancy star DYy
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Teorema 2.8.1. Discrepancy Dy dan star discrepancy D} dihubungkan oleh

suatu ketaksamaan yaitu :
Dy < Dy <2Dj (2.26)

Bukti. Ketaksamaan pertama D} < Dy dapat terpenuhi, hal ini berdasarkan
pada Definisi 2.9.5 dan Definisi 2.9.6

Selanjutnya akan dibuktikan Dy < 2D%;, perhatikan bahwa A([a, 6]) =
A([0,B]; N) — A([0.a; N) dimana 0 < a < 8 < 1.

Oleh karena itu,

A([O"ﬁ);N) _ A([O,ﬂ],N)—A([0,0z],N)

NG = ~(8-a)
(2.27)
_ |A([0, 8]; N) A([0,of; N)

_‘ N Ptem TR
A([0, B]; N) A([0,a];N)

JABAN _,A

supremum dari kedua ruas didapatkan,
AL _ 5 o) [ AT )

Dn < D sy +Dxy

[]

Definisi 2.8.6 (Barisan Low-discrepancy). Sebuah barisan S pada sebuah
hypercube [0,1)% disebut barisan low-discrepancy jika discrepancy D3 (S) dari
N € N adalah. (Piergiacomo 2007)

DY = O(Z"dN) (2.28)

N
dimana O merupakan hubungan kedua fungsi nilai kedua fungsi menuju tak

hingga
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2.8.2 Barisan Van der Corput

Barisan Van der Coput juga dikenal sebagai barisan inverse radikal . Dibe-
rikan sebuah bilangan bulat b, setiap bilangan non-negative n dapat kita tulis

sebagai :

= a;(n)t’ (2.29)

=0
Definisi 2.8.7. Sebuah basis b fungsi invers radikal ¢,(n) € [0, 1) didefinisikan
sebagai (Phelim P. Boyle dan Ken Seng Tan 1997):
S yras 230
=0
Dimana aj(n) € Z, = {0,1,...,b— 1} dengan variansi n sebuah barisan Van

der Corput

Contoh Misal barisan dengan base prime b = 3 dimulai :

1. n =1 dimana a;(1) € Zs = {0, 1,2}

—1=Y 0 o) = 3 ()
1 =ag(1)3° = ao(l)%
1=(1)3° ap(1) =1 = (1)% = %
2. n =2 dimana q;(2) € Z3 = {0, 1,2}
n=2=3 a2 52 =Y )
2 = ap(2)3" = 0(2)3—11
2= (2)3°,  ap(2) =2 _ (2)% _ g
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2.8.3 Barisan Halton

Barisan Halton memperluas barisan Van der Corput untuk d > 1 mengi-

ngat d relatif bilangan bulat prima, biasanya d bilangan prima pertama.

Definisi 2.8.8 (Barisan Halton). Diberikan d > 1 dan misal by, . .., by sebuah
bilangan bulat pertama d. Elemen ke-n, z, dari dimensi-d barisan Halton

pada [0, 1)¢ didefinisikan dengan: ( Piergiacomo 2007):
Tp = (¢, (n), ..., ¢p,(n)) (2.31)

Contoh Misal barisan dengan base prime b = 3 dimulai : d = 122

Tabel 2.1: Barisan Halton 2 dimensi

Jumlah | Dim =1 | Dim = 2
(N) (Base 2) | (base 3)
n=1 |1/2 1/3
n=2 |1/4 2/3
n=3 |3/4 1/9
n=4 |1/8 4/9
n=>5 |5/8 7/9
n=6 |3/8 2/9
n=7 |7/8 5/9
n=8 |1/16 8/9
n=9 |9/16 1/27
n=10 | 5/16 10/27
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Gambar 2.1: Barisan kuasi-acak Halton (N=10): 2 Dimensi

Barisan kuasi-acak Halton (N=1000): Dimensi 1 x 2
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Gambar 2.2: Barisan kuasi-acak Halton (N=1000): 2 Dimensi
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2.9 Distribusi Normal

Distribusi seragam dapat dihasilkan dengan bilangan acak semu atau bi-
langan kuasi-acak. Cara utama untuk melakukan transformasi ini adalah de-
ngan kumulatif fungsi distribusi invers, untuk fungsi distribusi distribusi ku-

mulatif normal standar adalah:

1 x
O(z) = E/ exp /2 dt (2.32)

Alternatif metode transformasi adalah transformasi invers, yang didasari pada

pendekatan distribusi normal invers (®~'). Hal ini berdasarkan

Teorema 2.9.1. Invers Transform Misalkan ingin dihasilkan suatu variabel
acak X dengan sifat P(X < z) = F(x) untuk semua x. Dengan invers trans-

form
X =FYU), U ~ Unif[0,1]
dimana F adalah suatu fungsi distribusi kumulatif, F'~! adalah fungsi invers
dari F, dan Unif[0,1] menyatakan distribusi uniform [0,1]
Bukti. Untuk membuktikan bahwa invers transform menghasilkan sampel dari
F, akan diperiksa distribusi dari X yaitu:
P(X <z)=P(F'(U) <)
= P(U < F(z)) = F(x)

]

Berdasarkan Teorema Invers Transform, misalkan U ~ Unif[0, 1] dan ®(z)
adalah fungsi kumulatif normal standar (2.32) maka ®~*(U) adalah suatu sam-
pel dari ®. ®~1(U) adalah fungsi iners normal, nilainya akan diaproksimasikan

menggunakan fungsi norminv pada software Matlab yaitu:

O (U) = norminv(P, u, o)
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BAB III

PEMBAHASAN

Pembahasan pada bab ini merupakan penjabaran proses untuk menentukan
harga kontrak opsi Asia dengan rata-rata aritmatik. Penentuan distribusi rata-

rata aritmatik akan diaproksimasi menggunakan metode Quasi Monte Carlo

3.1 Metode Quast Monte Carlo

Metode Quasi Monte Carlo didasari pada barisan bilangan yang terdistri-
busi uniform. Pada bab sebelumnya sudah dijelaskan mengenai metode Quasi
Monte Carlo secara umum dan konsep yang mendasari penggunaannya. Pada
pendefinisian Quasi Monte Carlo, dimensi (d) harus terlebih dahulu diketahui.
Dimensi dari suatu masalah biasanya didefinisikan sebagai banyaknya time
step atau banyaknya aset dasar yang digunakan. Pada penulisan ini hanya
fokus menggunakan dua dimensi masalah.

Titik-titik yang akan dibangkitkan menjadi dasar dari tujuan utama pe-
nulisan. Metode Quasi Monte Carlo adalah menghasilkan titik-titik x,,, (n =
1,...,N) yang bertujuan untuk meminimalisir kesalahan pada pendekatan
(2.23). Berdasarkan tujuan ini, himpunan titik-titik z,, (n = 1,...,N) di
[0,1) akan diganti dengan suatu barisan tak berhingga dari titik-titik z,(n =
1,...,N) di[0,1)%. Diharapkan kesalahan pada pendekatan (2.25) dapat dia-

baikan dengan memperbesar nilai NV, dengan kata lain dapat ditulis sebagai:

) 1
lim N Zf(xn) = f(z)dz (3.1)

29
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Barisan z,(n = 1,..., N) di [0, 1)* dapat memenuhi (3.1) jika barisan yang ter-
distribusi uniform di [0, 1)> memenuhi definisi uniform pada persamaan (2.24).

Kesalahan (error) akan minimum dengan mengganti himpunan titik-titik
T, dimana (n =1,..., N) di [0,1)? dengan suatu barisan tak berhingga yang
berdistribusi uniform. Pemilihan titik-titik z,, (n = 1,...,N) di [0,1)? yang
berdistribusi uniform menjadi hal yang penting dalam pencapaian tujuan ini,
yang diharapkan akan memperoleh laju konvergensi yang lebih baik. Pada
himpunan diskrit, titik-titik =, (n = 1,..., N) di [0,1)? dikatakan berdistri-
busi uniform baik jika himpunan titik-titik tersebut benar-benar terdistribusi
secara uniform. Faktanya selalu ada subinterval yang tidak memuat satu titik-
pun dari titik-titik yang diberikan, sehingga perlu adanya ukuran yang dapat
mengukur uniformity suatu himpunan titik yang diberikan. Ukuran tersebut
dikenal dengan Discrepancy, bertujuan untuk mengukur deviasi suatu barisan
dari distribusi uniform yang ideal. Descrepancy (Defini 2.8.4) dan star des-
crepancy (Definisi 2.8.5) dihubungkan dengan ketaksamaan (Teorema 2.8.1)
dalam beberapa dimensi sangat mirip. Pada teorema ketaksamaan dimen-
si dua memiliki hubungan ketaksamaan sangat mirip dengan teorema 2.8.1.
Berikut akan dibuktikan teorema 2.8.1 berlaku untuk dua dimensi.

Misal (d = 2), J merupakan sub interval dari I?, yang didefinisikan sebagai:
J={(r1,20) €EI* 10y <2y < fy,dan ay < 19 < Bo, }
= [a1, B1) X [ag, £2),0 < o; < fB; dimana ¢ = 1,2
didapatkan,
;= (10,60 % 0. ;= (10,69 .0
;= (10.00) x Do) J; = (10.50) % 0.0

Sehingga,
M) = A(T) = A(J3) = AJ3) + A7)
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dan
A(J;N) = A(J3N) = A3 N) — G N) + AU N) (32)
Sedemikian hingga,

A({\.}N) - (A(J))' _ ‘A(Jf; N) = A(J3;N) = A(J;5; N) + A(Jj; N)

N
(A7) — ACE) — ACE) + A(J::))\

_ ‘—A(‘]]{; N) A + A - —A(‘]]{; N A
A(J]{[; N) AL — A(J]{;N)'
< [AUERL a4 AR au
S || o)
supremum dari kedua ruas
sup AUN) (A(J))| < sup —A(J]{; N A(JT)|+sup —A(J]{; M) _ A9 |+

sup M — A(J3)|+ sup w —A(J7)

Dy < Dy + Dy + Dy + Dy

Dy < 4Dy (3.3)

Suatu barisan berhingga dari titik-titik dengan discrepancy yang kecil, ba-
ik untuk Dy maupun D} memberikan suatu approksimasi yang valid ke dis-
tribusi uniform, dalam arti untuk suatu barisan takberhingga ]\}13(1)0 Dy =0
dan A}l_f)]go Dy = 0, barisan tersebut ekuivalen dengan barisan yang berdis-
tribusi uniform di [0,1)?. Hal ini dapat ditunjukkan seperti pada teorema
1.1 bahwa sebuah barisan w terdistribusi uniform di R¥ jika dan hanya jika
lim D,(w) = 0 atau ekuivalen lim D!(w) = 0. Hal tersebut dinyatakan

N—oo N—oo

pada teorema berikut :

Teorema 3.1.1. Barisan X = {z,}°°, terdistribusi uniform di [0, 1) jika dan
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hanya jika lim Dy =0
N—o0

Bukti. (—) Akan dibuktikan jika barisan X = {x,}22; terdistribusi uniform
di [0,1) maka lim Dy = 0.
N—00
Pilih sebuah bilangan bulat m > 2 untuk 0 < £ < m—1, misalkan [} notasi
sebuah interval I, = [£ L) Selama X = {,}32, terdistribusi uniform di

[0, 1), terdapat sebuah bilangan bulat positif Ny = Ny(m) sedemikian sehingga

untuk N > Ny dan untuk setiap £ = 0,1,...,m — 1, didapati

1(1_1)<MSL(HA) (3.4)

m m,) m m
Selanjutnya, misalkan J = [a, §) adalah sembarang subinterval di [0,1). Ber-

arti terdapat interval J; dan Jy, gabungan berhingga dari beberapa interval

I, sedemikian hingga J; € J C Jo, A(J) — A(J) < 2 dan A(Jz) — A(J) <

I

dan A(Jo) — A(J) < 2
Dari (3.3) untuk setiap N > N, akan diperoleh:

)\(Jl)<1 _ l)g valifjl(wi) < valj\c[J(:ci) - val;b(xi) - nyl;fh(%)

m

Akibatnya, akan diperoleh

A - 2) (1= L) Zmetr) (o 2) (1oL
(-2 ()< == < (- 2) (- 5)

Karena A < 1, maka

32 Y i 3 2
——+— > 2z (@) AJ) < — + —, untuk setiap N > Ny (3.5)
m  m? N m - m?

Karena kedua batas (3.4) tidak bergantung pada J, maka Dy < % + %
untuk setiap N > Ny dengan demikian batas tersebut dapat dibuat sedemiki-
an kecil, maka terbukti bahwa jika X = z,,°° = 1 terdistribusi uniform di [0, 1)
maka lim Dy =0

N—o00
(«<—) Akan ditunjukkan jika ]\}im Dy = 0 maka barisan X = {z;}>°, terdistri-
—00

busi uniform di [0, 1).
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Karena A}im Dy = 0, maka berdasarkan definisi
—00

lim Dy = A}im sup

Yoy eala) )\(J)’

N—oo —00 J N
. . Zf\il cy(w;) .
= S%PJ&E&‘T —AW)=0

Karena J adalah sembarang subinterval di [0, 1), dengan demikian untuk setiap

subbinterval J di [0, 1)

N—o0 N

Jadi, berdasarkan definisi distribusi uniform maka terbukti bahwa X = {x,}°2,

terdistribusi uniform di [0, 1). O

Berdasarkan teorema ketaksamaan dan teorema 3.1.1 didapatkan akibat

3.1.1, yaitu

Akibat 3.1.1. Barisan X = {x,}72, terdistribusi uniform di [0,1) jika dan

hanya jika lim D} =0
N—oo

Sehingga menghasilkan titik-titik z; dengan kesalahan minimum akan ter-
penuhi jika discrepancy maupun star discrepansy dari suatu himpunan titik
yang dihasilkan dari [0,1)? bernilai kecil. Namun, pada suatu himpunan dari

N titik yang dipilih secara random, ekspektasi discrepancy-nya hanya meme-

E(Dy) = 0(,/%) (3.6)

Ekspektasi ini sesuai laju konvergensi metode Monte Carlo yang berdasarkan

nuhi:

dengan bilangan acak, yaitu O(1/v/N)
Himpunan N titik dapat dibentuk dengan barisan Star discrepancy yang
lebih kecil yang dikenal dengan barisan low-discrepancy (Definisi 2.9.7). Ba-

ris tersebut menghasilkan barisan star discrepancy yang lebih kecil dari pada
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barisan bilangan acak. Hal ini yang menyebabkan barisan low-discrepancy
terdistribusi secara uniform lebih baik, dapat dilihat pada gambar 2.2.
Tujuan selanjutnya ialah mendapatkan laju konvergensinya yang lebih ba-
ik. Jika dibandingkan ekspektasi discrepancy Monte Carlo (3.7) dengan low
discrepancy,low discrepancy (2.34) memiliki star discrepancy lebih kecil dari
pada bilangan yang dipilih secara acak pada Monte Carlo. Hal ini juga yang
menyebabkan laju konvergensinya lebih baik. Untuk melihat perbandingan la-
ju konvergensi batas kesalahan integrasi menuju nol dapat dilihat pada tabel

Tabel 3.1: Perbandingan laju konvergensi batas kesalahan integrasi menuju
nol

N log log N (log N)?
N N

101 | 0,28879620 | 0,1

102 | 0,12357911 | 0,04

103 | 0,04396186 | 0,009

10* | 0,01490076 | 0,0016

105 | 0,00494315 | 0,00025

Pada tabel tersebut menunjukan bahwa dengan menggunakan barisan low
discrepancy mendapatkan laju konvergensi batas kesalahan integrasi menuju
nol yang lebih cepat dari pada dengan menggunakan barisan bilangan yang
dipilih acak.

Jika untuk basis by, ...,bs barisan acak Halton dimensi dua Descrepancy

dari xg, 21, ..., Tp_1
log N)?
Dn(z,) = O (M) (3.7)
N
lebih tepat lagi low-discrepancy
2
2 1 b — 1 b +1

Dy < —=+— log N 3.8
N<N+NE<210gbiOg L ) (3:8)

Hal ini berdasarkan teorema berikut

Teorema 3.1.2. Jika S merupakan barisan Halton dalam basis relatif prima,
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bi,...,bs maka

s lyp(bi—1 bi +1
<=+= log N tuk setiap NV > 1
N+Ni:1(210gbi og N + 5 ) untuk setiap N >

Bukti. Jelas N > 1 dan D(J) = A(J;Sy) — NAs(J) untuk interval J C I*
dimana Sy adalah himpunan titik yang ditetapkan dari urutan N pertama
dari barisan Halton. Untuk 1 < ¢ < s dan sebuah bilangan bulat e > 0,
misal ¢;(e) bagian dari setiap interval [0,abf) dengan a € Z,0 < a < I,
dan misal F;(e) menjadi bagian dari setiap interval [cb;’, (c+1)b/] dengan
¢, f € Zmemuat 0 < f < e dan 0 < ¢ < b{. Untuk bilangan bulat
e1,...,es > 0, misal €(eq, ..., es) menjadi bagian dari setiap interval E =

[I;_, E: dengan E; € e.(e; U F;)(e;) untuk 1 < i < s. Klaim bahwa

E)| < H( ez—f—l) untuk setiap E = HE €eler,...,es) (3.9)

=1

ketika sebuah hasil kali kosong ialah 1. Akan dibuktikan (3.9) dengan induksi
pada bilangan £k dari index ¢ untuk setiap 1 < ¢ < s. Braisan pada barisan
halton ialah
Tp = (Up,(n),..., 0, (n)) EE (3.10)
jika dan hanya jika, untuk 1 < i <'s, digit pertama f; (dalam basisi b;) dari
¥y, (n) setelah sebuah titik desimal memiliki beberapa nilai yang ditentukan.
Setara untuk 1 < i < s, f; digit paling tidak signifikan dari n dalam basis b;
harus memiliki beberapa nilai yang ditentukan, atau dengan kata lain, n Ha-
rus terletak di kelas residu yang ditentukan mod b{l Selama by, ...,bs me-
rupakan pasangan bilangan relatif prima, mengikuti Teorema sisa Cina bahwa
kondisi terakhir adalah ekuivalen ke n terletak di kelas residu yang ditentukan
mod m = b{l, ..., bls. Akibatnya, diantara m periode berurut dari S, tepatnya
salah satunya terletak di £. ini menunjukan bahwa |D(E)| <1
Misal bahwa untuk k£ > 1 anggap telah ditetapkan untuk £ —1, dan anggap

E =TI, E; € €(ey,...,e5), dimana diasumsikan tanpa kehiangan generali-
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tasnya bahwa E; ¢ Fi(e;) untuk £+ 1 <i < s. Maka F; = [0,ab;“") untuk

beberapa a € Z,0 < a < bi'. Misal

€1
aby =" d;b;’
j=1

menjadi sebuah digit ekspansi dalam basis b;. Maka FE; dapat ditulis sebagai
gabungan disjoint untuk interval d; dalam Fi(e;) pada panjang b;', untuk

interval dy dalam F;(e;) pada panjang b;? dan seterusnya. Sedemikian hingga,

E, = U F. (3.11)

dengan pasangan disjoint F,. € Fi(e;) untuk 1 < r < d:= 377!, d;, dan E

adalah gabungan disjoint

Hsl ini mengikuti

ID(E)| < S |D(F, x By x - x E,)| < dH(%(bi —1)e; + 1) (3.12)

dimana pada ketidaksamaan kedua, kita gunakan hipotesis induksi. Dengan

G = [abT', 1), kita dapat E; = [0,1] G schingga

|ID(E)| < |D(]0,1] X By X «+- x Es)|+ |D(G X Ey x -+ X Ey)|

Selanjutnya G ditulis sebagai gabungan disjoint dari (b; — 1)e — d + 1 interval
di Fi(ey); oleh karena itu
s
|D(E>| < ((b1 — 1)61 —d+ 2) ]:!(5(171 — 1)61 + 1)
Menambahkan ketaksamaan ini ke (3.13) dan membagi dengan 2, kita menda-

patkan (3.10) untuk nilai k.
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Misal J = [[;_;[0,u;) € I° sebuah sebarang. Untuk 1 < i < s, misal ¢;
bilangan bulat terkecil dengan bfi > N dan misal a; bilangan bulat terkecil
dengan a;b; “ > w;, E = [[_;[0,a;b"]. Selama koordinat ke-i dari setiap
titik di Sy adalah rasional dengan penyebut b5, kita dapatkan A(J;Sy) =

A(E; Sy) Selanjutkan didapatkan E € €(ey, ..., es) dan juga

ID(N)] < N(As(E) = A(J) + |D(E)]

< Nibﬁ + |D(E)| < |D(E)|

i=1

1
2 * 2logb; +

(b — 1) log b; + (b; — 1) log N + 2log b;
<S+(g 2logb;

(b + 1) logb; + (b; — 1)log N
<S+<H 2log b;

<s+ﬁ( (it 1) (i )logN)

2 2logb;

Berdasarkan teorema estimasi discrepancy, didapatkan

s 15/ (i+1) (b —1)
D(J)<N+Nll< B + 2logh; log N

Sehingga dengan teorema pertidaksamaan

(b; +1) (bi -1)
H( " logh, 8 N)
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3.2 Penentuan Harga Opsi Asia Menggunakan

Rata-Rata Aritmatika

Karakteristik rata-rata Aritmatika ialah ketika harga saham berdistribusi
lognormal, rata-rata aritmatik dari harga saham tidak berdistribusi lognor-
mal. Rata-rata aritmatik merupakan penjumlahan dari variabel-variabel acak

(harga saham) yang lognormal, didapatkan :
I 1
A=— Z; S(t) = ~(S(t) + S(ta) + S(ta) + -+ + S(tn)) (3.13)

Berdasarkan sifat ditribusi lognormal, distribusi dari penjumlahan variabel
acak yang berdistribusi lognormal adalah tidak lognormal. Maka hal ini me-
nunjukkan distribusi rata-rata aritmatik harga saham tidak diketahui secara
pasti maka perlu adanya aproksimasi untuk dapat menghitung rata-rata arit-
matik harga saham. Metode aproksimasi yang akan digunakan ialah metode
Quasi Monte Carlo (QMC).

Pada simulasi Quasi Monte Carlo, approksimasi harga kontrak saham da-
pat dihasilkan melalui beberapa proses transformasi. Transformasi yang dila-

kukan pada simulasi Quasi Monte Carlo ialah

N

Ui — Z; — Si(T) — s o0 s Clave) (3.14)

(ave) (ave

dimana transformasi U; yang berdistribusi uniform [0, 1)? menjadi barisan Z;
yang berdistribusi normal. Transformasi kedua, menghitung harga saham pa-
da saat T' dari variabel acak normal standar. Transformasi ketiga, menghitung
rata-rata harga saham S((Z)Ue). Transformasi selanjutnya menghitung ekspek-
tasi discounted payoff CA’((;)UE) dari setiap harga saham C'(ave) dan transformasi
terakhir menghitung harga kontrak saham.

Sebelum melakukan Nilai rata-rata harga asset dasar selama masa hidup

opsi dapat ditentukan, jika terlebih dahulu diketahui taksiran parameter volati-



39

litas (¢), harga saham saat ini S(0), waktu jatuh tempo (7") dan tingkat bunga
bebas resiko r, serta barisan yang berdistribusi normal standar Z;. Metode pe-
naksiran parameter volatilitas yang digunakan adalah berdasarkan historical
volatility yaitu

S\ i(1“(5<5t(2>>)2_n<n1— D (Z . Si(t)>)

i=1

Menentukan rata-rata harga opsi call Asia dengan metode QMC, dijelaskan

dengan algoritma berikut:

1. Bangkitkan barisan Halton dimensi 2 yang terdistribusi uniform (U;,i =

1,...,N).

2. Transformasi barisan Halton yang terdistribusi uniform (U;) menggu-

nakan fungsi norminv dengan bantuan software Matlab.

3. Menghitung harga saham S;(7") dengan input r,o,T dan Z; dimana Z;

merupakan hasil transformasi. Didapatkan S;(7") dengan

Si(T) = S(0) exp [(r - %JQ)T + a\/EZi] (3.15)

4. Nilai rata-rata harga saham detentukan dengan input m dan S;(T)

O _ 4 LN~ o)

Stone) = AT = — p (3.16)

j=1
5. Menghitung payoff C((zje) diperlukan rata-rata harga saham (S((Z)Ue)) dan

nilai strike price (K). Didapatkan dengan
C’((Z)ve) = maz(0, S((;)ve) - K) (3.17)
6. Menghitung discounted payoff

NG =T ()

C((we) =e .C(ave) (3.18)
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7. Aproksimasi harga opsi call Asia

N

: 1 S

C(cwe) = N C(ave) (319)
=1

3.3 Contoh Kasus

Pada contoh kasus ini akan dipaparkan langkah-langkah implementasi Qua-
si Monte Carlo (QMC) untuk mengaproksimasi nilai kontrak opsi call Asia.
Data yang akan diolah berupa data saham PT. Waskita Karya (PERSERO)

terhitung sejak tanggal 29 Januari 2016 - 27 Januari 2017.

1. Data saham diperlukan dalam pengolahan nilai opsi dengan metode Qua-
si Monte Carlo ini memiliki tujuan untuk mendapatkan nilai S(0) dan
menghitung taksiran parameter volatilitas (6) pada model pergerakan
harga saham. S(0) pada perhitungan ini yaitu data pada saham tanggal
27 Januari 2017 Data terdapat pada lampiran periode 245 hari kerja,

dari alamat situs : http://www.duniainvestasi.com/bei/prices/stock.

Penaksiran parameter volatilitas (o) menggunakan historical volatility,
dimana data yang akan digunakan diasumsikan berdistribusi lognormal.

Perhitungan nilai volatilitas harian, didapatkan

S Z(l(sft(t))) )_ﬁ (Z " Si(t)))

1 1
— I 1) — — 1054 2
\/ (0,000861) — 5o (0, 370105476)

244

= \/(0,000370091) = 0,019237755
untuk volatilitas tahunan

o = (0,019237755)(v/245)

= 0,301118495
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didapatkan nilai volatilitasnya sebesar 0,30

. Data tingkat suku bunga bebas resiko r yang digunakan dalam wak-
tu jatuh tempo 1 tahun, misal sebesar 0,5 dengan strike price sebesar

Rp.2.600,00.

. Menentukan harga S;(7") Terlebih dahulu bangkitkan barisan Halton

yang terdistribusi uniform.

(a) Menentukan himpunan bilangan Halton dengan N = 245 N =
500, N = 1000 dan seterusnya.

(b) Mendapatkan barisan acak Halton.

(c¢) Transformasi barisan Halton tersebut menjadi barisan bilangan yang
berdistribusi normal standar dengan menggunakan fungsi norminv

pada software Matlab

. Harga saham S;(T") berdistribusi lognormal dengan dengan input r =
0.5,0 =0.3,7 =1, dan menggunakan barisan acak yang telah ditran-

sformasi menjadi terdistribusi normal Z;.

S,(T) = 5(0) exp [(r - %UQ)T + NEZ,}

. Nilai rata-rata harga aset detentukan dengan persamaan, dengan input
m dan S;(T)

0 _ 4 _ LN~ q0
S(ave) - AT - E Z Sj (T>
j=1
. Menghitung payoff untuk mendapatkan menghitung discounted payoff.

. Rata-rata dari discounted payoff menghasilkan aproksimasi harga kon-

trak opsi call Asia, didapatkan. :
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Tabel 3.2: Taksiran harga opsi call Asia dengan QMC' barisan acak Halton

d|N é(ave) (Rp) SE

2 | 245 719.09 34.9042
500 720.05 24.2500
1000 720.3057 17.2393
10000 720.9791 5.468
100000 721.0202 1.7303
1000000 | 721.0217 0.4298
10000000 | 721.0218 0.1730

Dengan memperbesar nilai N akan memperkecil kesalahan, sehingga dida-

patkan taksiran nilai harga opsi call Asia Rp.721,0218.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Metode Quasi Monte Carlo didasari sebuah barisan yang terdistribusi uni-
form, tujuan pertama dengan menggunakan metode Quasi Monte Carlo ialah
menghasilkan titik-titik z;,7 = 1,..., N di [0,1)? sehingga memperoleh ke-
salahan yang minimum, yaitu dengan mengganti titik-titik tersebut dengan
barisan z;,4 = 1,..., N di [0,1)? yang memenuhi barisan yang terdistribusi
uniform.

Berdasarkan teorema 3.1.2. dan teorema 3.1.1 beserta akibatnya yang te-
lah dibuktikan menunjukkan bahwa barisan acak Halton dimensi-2 memenuhi
barisan yang terdistribusi uniform. Tujuan selanjutnya ialah mendapat nilai
konvergensi yang lebih baik yang diharapkan kesalahan pada pendekatan da-
pat diabaikan dengan memperbesar nilai N, hal ini dapat dilihat pada tabel
3.1 bahwa barisan low discrepancy memiliki laju konvergensi batas kesalah-
an integrasi menuju nol yang lebih cepat. Barisan Halton merupakan barisan

low-discrepancy (Teorema 3.1.2) dengan star discrepancy

s 1/ bi—1 b + 1
Dy < =+ — log N
N N+NE<2logbi o8N T )
Barisan dapat dibangkitkan karena telah terpenuhi semua tujuan dari me-
tode Quasi Monte Carlo. Selanjutnya ialah transformasikan barisan Halton

yang berdistribusi uniform menjadi berdistribusi normal yaitu dengan nor-

minv menggunakan bantuan software Matlab, dengan demikian dapat dihitung
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harga saham S;(7T), rata-rata harga asset, payoff dan menghitung discounted

payoff hingga mendapat taksiran dari nilai opsi call Asia.

4.2 Saran

Beberapa saran yang bermanfaat guna menindak lanjuti tugas akhir ini,

yaitu

1. Penerapan harga opsi Asia menggunakan rata-rata aritmatik, dengan
menggunakan beberapa metode aproksimasi Turnbull dan Wakemann,

aproksimasi Levy, Monte Carlo Valuation, dan metode-metode lainnya.

2. Penentuan harga opsi put Asia menggunakan metode yang sama tetapi
barisan yang berbeda seperti Barisan acak Sobol, barisan acak Faure,

dan barisan acak Naeiderreiter.

3. Menerapkan merode Quasi Monte Carlo pada perhitungan opsi atau

kasus yang berbeda.
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Data Saham PT. Waskita Karya (Persero)

S(t:)

In S(ti)

(1 S(t)

Tanggal S(t> S(ti—1) S(ti—1) U SGp) )2
27 Januari 2017 2570

26 Januari 2017 2580 | 0,996124031 | -0,0038835 0,000015
25 Januari 2017 2550 | 1,011764706 | 0,01169604 0,000137
24 Januari 2017 2540 | 1,003937008 | 0,003929278 | 0,000015
23 Januari 2017 2530 | 1,003952569 | 0,003944778 | 0,000016
20 Januari 2017 2620 | 0,965648855 | -0,034955015 | 0,001222
19 Januari 2017 2670 | 0,981273408 | -0,018904155 | 0,000357
18 Januari 2017 2660 | 1,003759398 | 0,00375235 0,000014
17 Januari 2017 2640 | 1,007575758 | 0,007547206 | 0,000057
16 Januari 2017 2630 | 1,003802281 | 0,003795071 | 0,000014
13 Januari 2017 2640 | 0,996212121 | -0,003795071 | 0,000014
12 Januari 2017 2600 | 1,015384615 | 0,015267472 | 0,000233
11 Januari 2017 2590 | 1,003861004 | 0,003853569 | 0,000015
10 Januari 2017 2580 | 1,003875969 | 0,003868477 | 0,000015
09 Januari 2017 2540 | 1,015748031 | 0,015625318 | 0,000244
06 Januari 2017 2580 | 0,984496124 | -0,015625318 | 0,000244
05 Januari 2017 2550 | 1,011764706 | 0,01169604 0,000137
04 Januari 2017 2600 | 0,980769231 | -0,019418086 | 0,000377
03 Januari 2017 2540 | 1,023622047 | 0,023347364 | 0,000545
30 Desember 2016 | 2550 | 0,996078431 | -0,003929278 | 0,000015
29 Desember 2016 | 2600 | 0,980769231 | -0,019418086 | 0,000377
28 Desember 2016 | 2470 | 1,052631579 | 0,051293294 | 0,002631
27 Desember 2016 | 2390 | 1,033472803 | 0,032924785 | 0,001084
23 Desember 2016 | 2300 | 1,039130435 | 0,038384243 | 0,001473
22 Desember 2016 | 2300 | 1 0 0,000000
21 Desember 2016 | 2360 | 0,974576271 | -0,025752496 | 0,000663
20 Desember 2016 | 2430 | 0,971193416 | -0,029229638 | 0,000854
19 Desember 2016 | 2440 | 0,995901639 | -0,004106782 | 0,000017
16 Desember 2016 | 2480 | 0,983870968 | -0,016260521 | 0,000264
15 Desember 2016 | 2520 | 0,984126984 | -0,016000341 | 0,000256
14 Desember 2016 | 2530 | 0,996047431 | -0,003960401 | 0,000016
13 Desember 2016 | 2570 | 0,984435798 | -0,015686596 | 0,000246
09 Desember 2016 | 2570 | 1 0 0,000000
08 Desember 2016 | 2590 | 0,992277992 | -0,007751977 | 0,000060
07 Desember 2016 | 2480 | 1,044354839 | 0,043399316 | 0,001884
06 Desember 2016 | 2490 | 0,995983936 | -0,00402415 | 0,000016
05 Desember 2016 | 2480 | 1,004032258 | 0,00402415 0,000016
02 Desember 2016 | 2510 | 0,988047809 | -0,012024193 | 0,000145
01 Desember 2016 | 2530 | 0,992094862 | -0,00793655 | 0,000063
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30 Nopember 2016

2550

0,992156863

-0,007874056

0,000062

29 Nopember 2016

2380

1,071428571

0,068992871

0,004760

28 Nopember 2016

2270

1,04845815

0,047320656

0,002239

25 Nopember 2016

2350

0,965957447

-0,034635497

0,001200

24 Nopember 2016

2290

1,026200873

0,025863511

0,000669

23 Nopember 2016

2360

0,970338983

-0,030109801

0,000907

22 Nopember 2016

2370

0,995780591

-0,004228336

0,000018

21 Nopember 2016

2300

1,030434783

0,029980832

0,000899

18 Nopember 2016

2320

0,99137931

-0,008658063

0,000075

17 Nopember 2016

2310

1,004329004

0,004319661

0,000019

16 Nopember 2016

2350

0,982978723

-0,017167804

0,000295

15 Nopember 2016

2180

1,077981651

0,075090451

0,005639

14 Nopember 2016

2290

0,951965066

-0,049226941

0,002423

11 Nopember 2016

2410

0,950207469

-0,05107493

0,002609

10 Nopember 2016

2500

0,964

-0,036663984

0,001344

09 Nopember 2016

2450

1,020408163

0,020202707

0,000408

08 Nopember 2016

2490

0,983935743

-0,016194686

0,000262

07 Nopember 2016

2500

0,996

-0,004008021

0,000016

04 Nopember 2016

2510

0,996015936

-0,003992021

0,000016

03 Nopember 2016

2480

1,012096774

0,012024193

0,000145

02 Nopember 2016

2580

0,96124031

-0,039530839

0,001563

01 Nopember 2016

2600

0,992307692

-0,007722046

0,000060

31 Oktober 2016

2620

0,992366412

-0,007662873

0,000059

28 Oktober 2016

2620

1

0

0,000000

27 Oktober 2016

2590

1,011583012

0,011516442

0,000133

26 Oktober 2016

2580

1,003875969

0,003868477

0,000015

25 Oktober 2016

2590

0,996138996

-0,003868477

0,000015

24 Oktober 2016

2590

1

0

0,000000

21 Oktober 2016

2610

0,992337165

-0,007692346

0,000059

20 Oktober 2016

2590

1,007722008

0,007692346

0,000059

19 Oktober 2016

2610

0,992337165

-0,007692346

0,000059

18 Oktober 2016

2640

0,988636364

-0,011428696

0,000131

17 Oktober 2016

2620

1,007633588

0,007604599

0,000058

14 Oktober 2016

2620

1

0

0,000000

13 Oktober 2016

2670

0,981273408

-0,018904155

0,000357

12 Oktober 2016

2670

1

0

0,000000

11 Oktober 2016

2640

1,011363636

0,011299555

0,000128

10 Oktober 2016

2630

1,003802281

0,003795071

0,000014

07 Oktober 2016

2620

1,003816794

0,003809528

0,000015

06 Oktober 2016

2620

1

0

0,000000
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05 Oktober 2016 2610 | 1,003831418 | 0,003824096 | 0,000015
04 Oktober 2016 2690 | 0,970260223 | -0,030190972 | 0,000911
03 Oktober 2016 2690 | 1 0 0,000000
30 September 2016 | 2620 | 1,026717557 | 0,026366876 | 0,000695
29 September 2016 | 2690 | 0,973977695 | -0,026366876 | 0,000695
28 September 2016 | 2690 | 1 0 0,000000
27 September 2016 | 2690 | 1 0 0,000000
26 September 2016 | 2650 | 1,01509434 | 0,014981554 | 0,000224
23 September 2016 | 2650 | 1 0 0,000000
22 September 2016 | 2630 | 1,007604563 | 0,007575794 | 0,000057
21 September 2016 | 2620 | 1,003816794 | 0,003809528 | 0,000015
20 September 2016 | 2580 | 1,015503876 | 0,015384919 | 0,000237
19 September 2016 | 2700 | 0,955555556 | -0,045462374 | 0,002067
16 September 2016 | 2650 | 1,018867925 | 0,018692133 | 0,000349
15 September 2016 | 2620 | 1,011450382 | 0,011385322 | 0,000130
14 September 2016 | 2550 | 1,02745098 | 0,027080959 | 0,000733
13 September 2016 | 2480 | 1,028225806 | 0,027834799 | 0,000775
09 September 2016 | 2590 | 0,957528958 | -0,043399316 | 0,001884
08 September 2016 | 2640 | 0,981060606 | -0,019121041 | 0,000366
07 September 2016 | 2690 | 0,981412639 | -0,018762276 | 0,000352
06 September 2016 | 2700 | 0,996296296 | -0,003710579 | 0,000014
05 September 2016 | 2750 | 0,981818182 | -0,018349139 | 0,000337
02 September 2016 | 2760 | 0,996376812 | -0,003629768 | 0,000013
01 September 2016 | 2730 | 1,010989011 | 0,010929071 | 0,000119
31 Agustus 2016 2790 | 0,978494624 | -0,021739987 | 0,000473
30 Agustus 2016 2780 | 1,003597122 | 0,003590668 | 0,000013
29 Agustus 2016 2750 | 1,010909091 | 0,010850016 | 0,000118
26 Agustus 2016 2760 | 0,996376812 | -0,003629768 | 0,000013
25 Agustus 2016 2790 | 0,989247312 | -0,010810916 | 0,000117
24 Agustus 2016 2780 | 1,003597122 | 0,003590668 | 0,000013
23 Agustus 2016 2780 | 1 0 0,000000
22 Agustus 2016 2760 | 1,007246377 | 0,007220248 | 0,000052
18 Agustus 2016 2770 | 0,996389892 | -0,00361664 | 0,000013
17 Agustus 2016 2770 | 1 0 0,000000
16 Agustus 2016 2800 | 0,989285714 | -0,010772097 | 0,000116
15 Agustus 2016 2690 | 1,040892193 | 0,040078224 | 0,001606
12 Agustus 2016 2750 | 0,978181818 | -0,022059718 | 0,000487
11 Agustus 2016 2820 | 0,975177305 | -0,025135973 | 0,000632
10 Agustus 2016 2820 | 1 0 0,000000

09 Agustus 2016 2800 | 1,007142857 | 0,007117468 | 0,000051
08 Agustus 2016 2810 | 0,996441281 | -0,003565066 | 0,000013
05 Agustus 2016 2800 | 1,003571429 | 0,003565066 | 0,000013
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04 Agustus 2016 | 2790 | 1,003584229 | 0,003577821 | 0,000013
03 Agustus 2016 | 2780 | 1,003597122 | 0,003590668 | 0,000013
02 Agustus 2016 | 2800 | 0,992857143 | -0,007168489 | 0,000051
01 Agustus 2016 | 2800 | 1 0 0,000000
29 Juli 2016 2770 | 1,010830325 | 0,010772097 | 0,000116
28 Juli 2016 2820 | 0,982269504 | -0,017889565 | 0,000320
27 Juli 2016 2800 | 1,007142857 | 0,007117468 | 0,000051
26 Juli 2016 2720 | 1,029411765 | 0,028987537 | 0,000840
25 Juli 2016 2710 | 1,003690037 | 0,003683245 | 0,000014
22 Juli 2016 2710 | 1 0 0,000000
21 Juli 2016 2710 | 1 0 0,000000
20 Juli 2016 2760 | 0,981884058 | -0,018282045 | 0,000334
19 Juli 2016 2720 | 1,014705882 | 0,014598799 | 0,000213
18 Juli 2016 2700 | 1,007407407 | 0,007380107 | 0,000054
15 Juli 2016 2730 | 0,989010989 | -0,011049836 | 0,000122
14 Juli 2016 2730 | 1 0 0,000000
13 Juli 2016 2590 | 1,054054054 | 0,052643733 | 0,002771
12 Juli 2016 2550 | 1,015686275 | 0,015564517 | 0,000242
11 Juli 2016 2570 | 0,992217899 | -0,00781254 | 0,000061
01 Juli 2016 2500 | 1,028 0,027615167 | 0,000763
30 Juni 2016 2550 | 0,980392157 | -0,019802627 | 0,000392
29 Juni 2016 2540 | 1,003937008 | 0,003929278 | 0,000015
28 Juni 2016 2530 | 1,003952569 | 0,003944778 | 0,000016
27 Juni 2016 2500 | 1,012 0,011928571 | 0,000142
24 Juni 2016 2480 | 1,008064516 | 0,008032172 | 0,000065
23 Juni 2016 2490 | 0,995983936 | -0,00402415 | 0,000016
22 Juni 2016 2520 | 0,988095238 | -0,011976191 | 0,000143
21 Juni 2016 2470 | 1,020242915 | 0,020040751 | 0,000402
20 Juni 2016 2440 | 1,012295082 | 0,012220111 | 0,000149
17 Juni 2016 2400 | 1,016666667 | 0,016529302 | 0,000273
16 Juni 2016 2380 | 1,008403361 | 0,00836825 0,000070
15 Juni 2016 2400 | 0,991666667 | -0,00836825 | 0,000070
14 Juni 2016 2390 | 1,0041841 0,004175371 | 0,000017
13 Juni 2016 2420 | 0,987603306 | -0,012474174 | 0,000156
10 Juni 2016 2440 | 0,991803279 | -0,008230499 | 0,000068
09 Juni 2016 2480 | 0,983870968 | -0,016260521 | 0,000264
08 Juni 2016 2460 | 1,008130081 | 0,00809721 0,000066
07 Juni 2016 2420 | 1,016528926 | 0,01639381 0,000269
06 Juni 2016 2410 | 1,004149378 | 0,004140793 | 0,000017
03 Juni 2016 2480 | 0,971774194 | -0,028631813 | 0,000820
02 Juni 2016 2450 | 1,012244898 | 0,012170536 | 0,000148
01 Juni 2016 2510 | 0,976095618 | -0,024194729 | 0,000585
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31 Mei 2016 | 2510 | 1 0 0,000000
30 Mei 2016 | 2590 | 0,969111969 | -0,031375123 | 0,000984
27 Mei 2016 | 2600 | 0,996153846 | -0,003853569 | 0,000015
26 Mei 2016 | 2500 | 1,04 0,039220713 | 0,001538
25 Mei 2016 | 2460 | 1,016260163 | 0,016129382 | 0,000260
24 Mei 2016 | 2450 | 1,004081633 | 0,004073325 | 0,000017
23 Mei 2016 | 2450 | 1 0 0,000000
20 Mei 2016 | 2470 | 0,991902834 | -0,008130126 | 0,000066
19 Mei 2016 | 2450 | 1,008163265 | 0,008130126 | 0,000066
18 Mei 2016 | 2580 | 0,949612403 | -0,051701374 | 0,002673
17 Mei 2016 | 2580 | 1 0 0,000000
16 Mei 2016 | 2580 | 1 0 0,000000
13 Mei 2016 | 2550 | 1,011764706 | 0,01169604 0,000137
12 Mei 2016 | 2490 | 1,024096386 | 0,023810649 | 0,000567
11 Mei 2016 | 2440 | 1,020491803 | 0,020284671 | 0,000411
10 Mei 2016 | 2430 | 1,004115226 | 0,004106782 | 0,000017
09 Mei 2016 | 2460 | 0,987804878 | -0,012270093 | 0,000151
04 Mei 2016 | 2550 | 0,964705882 | -0,035932009 | 0,001291
03 Mei 2016 | 2440 | 1,045081967 | 0,04409532 0,001944
02 Mei 2016 | 2370 | 1,029535865 | 0,029108084 | 0,000847
29 April 2016 | 2345 | 1,010660981 | 0,010604553 | 0,000112
28 April 2016 | 2350 | 0,99787234 | -0,002129926 | 0,000005
27 April 2016 | 2305 | 1,019522777 | 0,019334652 | 0,000374
26 April 2016 | 2270 | 1,015418502 | 0,015300845 | 0,000234
25 April 2016 | 2265 | 1,002207506 | 0,002205073 | 0,000005
22 April 2016 | 2280 | 0,993421053 | -0,006600684 | 0,000044
21 April 2016 | 2280 | 1 0 0,000000
20 April 2016 | 2235 | 1,020134228 | 0,019934215 | 0,000397
19 April 2016 | 2230 | 1,002242152 | 0,002239643 | 0,000005
18 April 2016 | 2200 | 1,013636364 | 0,013544225 | 0,000183
15 April 2016 | 2160 | 1,018518519 | 0,018349139 | 0,000337
14 April 2016 | 2160 | 1 0 0,000000
13 April 2016 | 2200 | 0,981818182 | -0,018349139 | 0,000337
12 April 2016 | 2180 | 1,009174312 | 0,009132484 | 0,000083
11 April 2016 | 2180 | 1 0 0,000000
08 April 2016 | 2180 | 1 0 0,000000
07 April 2016 | 2090 | 1,043062201 | 0,042160811 | 0,001778
06 April 2016 | 2140 | 0,976635514 | -0,023641763 | 0,000559
05 April 2016 | 2125 | 1,007058824 | 0,007034027 | 0,000049
04 April 2016 | 2100 | 1,011904762 | 0,011834458 | 0,000140
01 April 2016 | 2035 | 1,031941032 | 0,031441526 | 0,000989
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31 Maret 2016 2005 | 1,014962594 | 0,014851758 | 0,000221
30 Maret 2016 1995 | 1,005012531 | 0,00500001 0,000025
29 Maret 2016 2000 | 0,9975 -0,00250313 | 0,000006
28 Maret 2016 1985 | 1,007556675 | 0,007528266 | 0,000057
24 Maret 2016 1985 | 1 0 0,000000
23 Maret 2016 1970 | 1,007614213 | 0,007585371 | 0,000058
22 Maret 2016 1990 | 0,989949749 | -0,010101096 | 0,000102
21 Maret 2016 2010 | 0,990049751 | -0,010000083 | 0,000100
18 Maret 2016 2005 | 1,002493766 | 0,002490661 | 0,000006
17 Maret 2016 1965 | 1,020356234 | 0,020151815 | 0,000406
16 Maret 2016 1940 | 1,012886598 | 0,012804272 | 0,000164
15 Maret 2016 1925 | 1,007792208 | 0,007762005 | 0,000060
14 Maret 2016 1930 | 0,997409326 | -0,002594035 | 0,000007
11 Maret 2016 1930 | 1 0 0,000000
10 Maret 2016 1940 | 0,994845361 | -0,00516797 | 0,000027
08 Maret 2016 1895 | 1,023746702 | 0,023469135 | 0,000551
07 Maret 2016 1905 | 0,994750656 | -0,00526317 | 0,000028
04 Maret 2016 1900 | 1,002631579 | 0,002628122 | 0,000007
03 Maret 2016 1910 | 0,994764398 | -0,005249356 | 0,000028
02 Maret 2016 1915 | 0,997389034 | -0,002614381 | 0,000007
01 Maret 2016 1925 | 0,994805195 | -0,005208345 | 0,000027
29 Februari 2016 | 1930 | 0,997409326 | -0,002594035 | 0,000007
26 Februari 2016 | 1940 | 0,994845361 | -0,00516797 | 0,000027
25 Februari 2016 | 1920 | 1,010416667 | 0,010362787 | 0,000107
24 Februari 2016 | 1950 | 0,984615385 | -0,015504187 | 0,000240
23 Februari 2016 | 1885 | 1,034482759 | 0,033901552 | 0,001149
22 Februari 2016 | 1930 | 0,976683938 | -0,023592182 | 0,000557
19 Februari 2016 | 1925 | 1,002597403 | 0,002594035 | 0,000007
18 Februari 2016 | 1950 | 0,987179487 | -0,012903405 | 0,000166
17 Februari 2016 | 1940 | 1,005154639 | 0,0051414 0,000026
16 Februari 2016 | 1930 | 1,005181347 | 0,00516797 0,000027
15 Februari 2016 | 1965 | 0,982188295 | -0,017972242 | 0,000323
12 Februari 2016 | 1920 | 1,0234375 0,023167059 | 0,000537
11 Februari 2016 | 1915 | 1,002610966 | 0,002607563 | 0,000007
10 Februari 2016 | 1855 | 1,032345013 | 0,031832927 | 0,001013
09 Februari 2016 | 1770 | 1,048022599 | 0,046905149 | 0,002200
05 Februari 2016 | 1785 | 0,991596639 | -0,008438869 | 0,000071
04 Februari 2016 | 1790 | 0,997206704 | -0,002797205 | 0,000008
03 Februari 2016 | 1775 | 1,008450704 | 0,008415197 | 0,000071
02 Februari 2016 | 1780 | 0,997191011 | -0,002812941 | 0,000008
01 Februari 2016 | 1730 | 1,028901734 | 0,028491956 | 0,000812
29 Januari 2016 | 1775 | 0,974647887 | -0,025679014 | 0,000659
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