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ABSTRACT

DEBI OKTAVIANI, 3125110491. Survival Analysis for Censored Data
Using Log-Logistic Distribution Model. Thesis. Faculty of Mathemat-
ics and Natural Science, Jakarta State University. 2015.

Parametric survival data analysis is one of the methods which is frequently
used in analyzing censored data. Certain assumption about the population’s distri-
bution is needed in order to analyze survival data with parametric censored data.
This method is applied to estimate the survival and failure time probability of an in-
dividual, which is assumed, following a distribution such as Exponential, Weibull,
or Log-Logistic distribution. Most frequently used parametric distribution is the
Log-Logistic distribution because of its hazard function that is not monotonously
increasing or decreasing and also inconstant. Therefore, in this thesis will dis-
cuss about the survival model for censored data by using Log-Logistic distribution.
Censored data that is used in this thesis is right censored data.

Keywords : parametric survival data analysis model, Log-Logistic distribution,
right censored data.
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ABSTRAK

DEBI OKTAVIANI, 3125110491. Analisis Survival untuk Data Tersensor
Menggunakan Model Distribusi Log-Logistik. Skripsi. Fakultas Matem-
atika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri Jakarta. 2015.

Metode statistika yang sering digunakan untuk menganalisis data survival
tersensor adalah model analisis data survival parametrik. Untuk menganalisis
data survival parametrik dengan data tersensor diperlukan asumsi tertentu me-
ngenai distribusi populasinya. Metode analisis seperti ini biasanya diaplikasikan
untuk mengestimasi probabilitas survival dan probabilitas waktu kegagalan se-
orang individu yang diasumsikan mengikuti distribusi tertentu seperti distribusi
Eksponensial, Weibull, atau distribusi Log-Logistik. Distribusi parametrik yang
sering digunakan adalah distribusi Log-Logistik karena memiliki bentuk fungsi
kegagalan (hazard) yang tidak monoton naik atau turun dan juga tidak konstan.
Oleh karena itu, skripsi ini akan membahas mengenai model survival untuk data
tersensor menggunakan distribusi Log-Logistik. Data tersensor yang digunakan
merupakan data tersensor kanan.

Kata kunci : model analisis survival parametrik, distribusi Log-Logistik, data
tersensor kanan.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Analisis survival (Survival Analysis) merupakan suatu metode statistika

yang berguna untuk menganalisis data mengenai waktu terjadinya suatu kejadian

(time to event) atau untuk menganalisis data tentang waktu daya tahan life time.

Salah satu tujuan dari analisis survival adalah untuk menaksir dan mengintepre-

tasikan probabilitas kelangsungan hidup dari data survival yang didefinisikan bah-

wa seorang individu dapat bertahan hidup melebihi suatu waktu tertentu. Ana-

lisis survival ini banyak digunakan dalam berbagai bidang misalnya pada bidang

kesehatan untuk menentukan berapa lama suatu individu dapat bertahan hidup

dan dapat digunakan pada bidang-bidang lainnya.

Data survival dalam analisis semacam ini melibatkan bentuk data time

to event, misalnya data waktu sampai terjadinya kematian. Sehimpunan data

yang digunakan biasanya berupa data tersensor. Data dikatakan tersensor apabila

hanya diketahui beberapa informasi mengenai waktu sampai terjadinya suatu

kejadian (event) pada individu yang bersangkutan tetapi tidak diketahui wak-

tu kejadiannya secara pasti (Collect, 2003).

Model statistika yang sering digunakan untuk menganalisis data survival

tersensor adalah model analisis data survival parametrik. Untuk menganalisis

data survival parametrik dengan data tersensor diperlukan asumsi tertentu me-
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2

ngenai distribusi populasinya. Distribusi parametrik yang populer untuk meng-

analisis data survival adalah Distribusi Weibull. Distribusi ini sering digunakan

untuk memodelkan data survival namun penggunaannya jarang digunakan kare-

na pada kenyataannya fungsi hazard pada distribusi ini selalu monoton naik atau

turun. Oleh karena itu, beberapa peneliti lebih sering menggunakan distribusi

Log−Logistik pada kasus yang tidak mengikuti distribusi Weibull, misalnya pa-

da kasus operasi jantung. Pada pasien yang telah mengalami operasi jantung

beberapa hari pertama setelah dilakukan operasi tingkat kegagalan akan tinggi

sampai mencapai puncak dan setelah tubuh mengalami penyesuaian selama be-

berapa waktu maka tingkat kegagalanpun akan menurun. Dalam kasus ini distri-

busi mengikuti distribusi Log-Logistik karena mempunyai bentuk fungsi kegagalan

(hazard) yang tidak monoton naik atau turun dan juga tidak konstan (Klein &

Kleinbaum, 2005). Selain itu, dengan menggunakan distribusi Log-Logistik para

peneliti dapat mengetahui ketahanan hidup seorang individu dalam kurun waktu

tertentu.

Beberapa penelitian sebelumnya telah mencoba menerapkan analisis data

tersensor pada kasus yang berbeda dengan menggunakan model distribusi yang

berbeda pula. Annahar (2011) menerapkan analisis data survival tersensor kanan

dengan menggunakan hazard proposional untuk mengetahui resiko kematian pada

penderita penyakit kanker tenggorokan. Sementara itu, Kirana (2013) menerap-

kan analisis data survival pada data tersensor dengan menggunakan perluasan

model regresi cox hazard non−proposional untuk mengetahui ketahanan hidup

pecandu heroin. Dalam tulisan ini akan dibahas mengenai model survival untuk

data tersensor berdasarkan model distribusi Log−Logistik dan bagaimana cara

mengestimasi paramaternya serta contoh penerapan model distribusi Log−Logistik.
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1.2 Perumusan Masalah

Perumusan masalah yang akan dikaji adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana model survival untuk data tersensor kanan berdasarkan model

distribusi Log−logistik?

2. Bagaimana cara mengestimasi parameter model survival untuk data tersensor

kanan berdasarkan model distribusi Log−logistik?

3. Bagaimana penerapan model survival untuk data tersensor kanan berdasar-

kan model distribusi Log−logistik?

1.3 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam penulisan ini adalah data survival yang dia-

mati merupakan data tersensor kanan (right censored data).

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini diantaranya adalah :

1. Mendapatkan model survival untuk data tersensor kanan berdasarkan model

distribusi Log−logistik.

2. Mendapatkan estimasi parameter model survival untuk data tersensor kanan

berdasarkan model distribusi log−Logistik.

3. Menerapkan model survival untuk data tersensor kanan berdasarkan model

distribusi Log−logistik
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1.5 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari tulisan ini adalah dapat memberikan penge-

tahuan kepada pembaca mengenai analisis survival untuk data tersensor kanan

menggunakan model distribusi Log−logistik.

1.6 Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan kajian teori tentang analisis survival untuk data

tersensor menggunakan model distribusi Log-logistik yang didasarkan pada buku-

buku dan jurnal-jurnal tentang analisis survival untuk data tersensor mengguna-

kan model distribusi Log-logistik. Referensi utama yang digunakan Steve Bennet

(1983).



BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Data Survival

Dalam analisis survival, waktu ketahanan hidup suatu objek sering disebut

survival time yang merupakan suatu objek dapat bertahan selama jangka waktu

pengamatan. Peristiwa yang diamati dalam analisis survival diantaranya adalah

kematian, penyakit, dan peristiwa-peristiwa negatif lainnya. Data survival adalah

data tentang pengamatan jangka waktu dari awal pengamatan sampai terjadinya

peristiwa homogen tertentu. Peristiwa itu dapat berupa kegagalan, kematian, dan

lain-lain (Lee, 2003).

Gambar 2.1: Pengamatan Survival Terhadap 3 Individu

5
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2.1.1 Data Survival Tersensor

Perbedaan antara analisis survival dengan analasis statistik lainnya adalah

adanya data tersensor. Data dikatakan tersensor jika pengamatan waktu bertahan

hanya sebagian dan tidak sampai waktu kegagalannya (failure time) (Pyke &

Thompson, 1986). Penyebab terjadinya data tersensor diantaranya adalah ;

• Loss to follow up, terjadi bila objek berpindah, meninggal atau menolak

untuk berpartisipasi.

• Drop out, terjadi apabila perlakuan dihentikan karena alasan tertentu.

• Termination, terjadi apabila masa penelitian berakhir sementara objek yang

diobservasi belum mencapai kegagalan (failure time).

Berikut adalah beberapa jenis data survival tersensor antara lain;

1. Data Survival Tersensor Kiri (left censored)

Data dikatakan tersensor kiri (left censored) apabila waktu survival sesung-

guhnya kurang dari waktu survival pada saat pengamatan. Sebagai contoh

yaitu pengamatan terhadap beberapa pasien yang menjalani operasi pen-

gangkatan tumor. Pada pengamatan ini peristiwa kegagalan yang diamati

ialah tumbuh kembalinya tumor tesebut pada tubuh pasien. Empat bu-

lan kemudian setelah dilakukan operasi, dilakukan pemeriksaan terhadap

pasien penderita tumor. Didapati tumor tumbuh kembali pada sebagian

pasien. Untuk beberapa pasien tertentu, waktu sesungguhnya tumor tum-

buh kembali adalah kurang dari empat bulan. Pada kejadian ini, waktu

survival tersensor kiri (left censored) terjadi ketika kegagalan yang diamati

pada individu telah terjadi sebelum start point.
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Gambar 2.2: Individu Tersensor Kiri

2. Data Survival Tersensor Kanan (right censored)

Data dikatakan tersensor kanan (right censored) apabila individu tersebut

hilang dari pengamatan (loss to follow up) atau individu tersebut masih

bertahan sampai waktu pengamatan berakhir. Menurut Lawless (1982) data

tersensor merupakan suatu data waktu kematian atau waktu tahan hidup

yang hanya terdapat r buah observasi dalam sampel random yang berukuran

n dengan 1 ≤ r ≤ n. Waktu survival tersensor kanan (right censored)

individu kurang dari waktu survival sesungguhnya individu tersebut, namun

waktu survival sesungguhnya tidak diketahui. Dalam suatu penelitian, data

tersensor kanan lebih sering digunakan dibandingkan data tersensor yang

lainnya (Collect, 2004).
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Gambar 2.3: Individu Tersensor Kanan

3. Data Survival Tersensor Interval

Tipe lain dari sensor adalah sensor interval. Dalam hal ini, individu men-

galami kegagalan pada selang waktu tertentu. Menggunakan contoh yang

telah ada sebelumnya, jika pasien telah bebas dari tumor pada saat pe-

meriksaan di bulan ketiga namun, 3 bulan berikutnya pada saat dilakukan

pemeriksaan didapati tumor tersebut kembali tumbuh pada tubuh pasien.

Waktu survival sesungguhnya pasien tersebut berada di antara 3 bulan dan

6 bulan. Pada keadaan seperti inilah data survival suatu individu dikatakan

tersensor interval.

Gambar 2.4: Individu Tersensor Interval
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4. Progressive Censoring

Dalam beberapa pengamatan, individu yang diamati masuk ke dalam penga-

matan dalam waktu yang berbeda. Setelah individu masuk ke dalam penga-

matan, mereka diamati sampai mengalami kegagalan atau sampai waktu

pengamatan berakhir. Beberapa individu ada yang mengalami kegagalan

sehingga waktu survival -nya diketahui. Sementara itu, beberapa individu

hilang dari pengamatan atau bertahan sampai pengamatan berakhir. Mis-

al terdapat 6 individu yang menderita leukimia masuk kedalam penga-

matan. Pengamatan berlangsung selama satu tahun. Pasien-pasien tersebut

diberikan perawatan terhadap penyakit leukimia. Peristiwa yang diamati

adalah memburuknya keadaan pasien setelah diberikan perawatan.

Berdasarkan Gambar 2.5, waktu survival 6 individu tersebut secara berurut

adalah sebagai berikut :

Gambar 2.5: Pengamatan Survival Terhadap 6 Individu

4, 4+, 6, 8, 3, dan 3+ bulan. Pada individu B dan F yang hilang dari penga-

matan (lost) maka waktu survival akan ditandai dengan tanda + yang

menandakan tersensor. Misalkan terdapat n individu yang diamati, r adalah
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banyaknya individu yang mengalami kegagalan sebelum atau pada waktu T

dan ada sebanyak (n - r) individu yang belum mengalami kegagalan pada

waktu T. Penyusunan r amatan yang tidak tersensor berdasarkan besarnya

adalah

t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tr, t
+
r+1, ..., t

+
n (2.1)

2.2 Fungsi Survival

Misalkan T merupakan variabel random non-negatif dari waktu tahan hidup

suatu individu dalam interval [0,∞). Fungsi kepadatan peluang (probability den-

sity function) f(t) adalah peluang terjadinya suatu kejadian (event) seperti kega-

galan dalam interval waktu dari t sampai (t + ∆t) dan dinyatakan dengan

f(t) = lim∆t→0

[
P (t ≤ T < (t + ∆t))

∆t

]
(2.2)

maka fungsi distribusi kumulatif waktu hidup suatu individu dalam interval [0,∞)

didefinisikan sebagai

F (t) = P (T ≤ t), t ≥ 0

=

∫ t

0

f(u)du

dan F(t) merupakan peluang waktu hidup suatu individu kurang dari sama dengan

waktu t.

Definisi 2.2.1. Misalkan T merupakan waktu hingga suatu kegagalan terjadi
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dimana T ≥ 0. Fungsi survival adalah peluang seseorang dapat bertahan hingga

atau lebih dari waktu t (mengalami kejadian sesudah t)

S(t) = P (T > t)

= 1− P (T ≤ t)

= 1− F (t)

(2.3)

fungsi survival merupakan fungsi tidak naik dengan S(0) = 1 dan limt→∞S(t) = 0

maka fungsi F(t) dan S(t) memenuhi hubungan

F (t) + S(t) = 1

Berdasarkan fungsi distribusi kumulatif, f(t) dapat dinyatakan sebagai turunan

dari F (t) terhadap t. Maka dapat diperoleh hubungan antara f(t) dan S(t)

sebagai berikut:

f(t) =
d

dt
F (t)

=
d

dt
(1− S(t))

= − d

dt
S(t)

= −S ′(t)

(2.4)

Berikut adalah kurva fungsi survival secara teoritis dan fungsi survival

dalam praktiknya :

1. Fungi survival secara teoritis

Berdasarkan Gambar 2.6 jika periode pengamatan bertambah tanpa batas,

pada akhir studi tidak seorangpun yang akan bertahan hidup sehingga kur-

va survival harus menuju nol.
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Secara teori, fungsi survival dapat diplot sebagai kurva survival yang menggam-

barkan peluang ketahanan hidup individu pada titik-titik waktu t antara 0

sampai ∞. Semua fungsi survival memiliki karakteristik seperti berikut :

• merupakan fungsi monoton tak naik (kurva turun) dengan t semakin

naik

• pada saat t = 0, (S(t) = S(0) = 1)

artinya pada awal pengamatan karena belum ada individu yang telah

mengalami suatu kejadian (event) maka probabilitas survival pada saat

itu adalah 1.

• pada saat t →∞, S(t) = S(∞) = 0

artinya secara teori jika periode suatu pengamatan bertambah tanpa

batas, pada akhirnya tidak ada seorangpun yang akan bertahan hidup

sehingga kurva survival harus menuju 0.

Gambar 2.6: Kurva Fungsi Survival Secara Teori
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2. Fungsi survival dalam praktiknya

Berdasarkan Gambar 2.7 ketika digunakan data yang nyata (realitas), akan

diperoleh grafik survival yang merupakan fungsi tangga. Sementara itu,

lamanya periode suatu pengamatan tidak mungkin sampai menuju tak berhing-

ga, mungkin tidak setiap individu yang diamati mengalami suatu kejadian

(event) sehingga tidak semua fungsi survival (yang diestimasi) akan sama

dengan 0 pada akhir masa pengamatan.

Gambar 2.7: Kurva Fungsi Survival Secara Praktik

2.3 Fungsi Hazard

Fungsi hazard adalah peluang seseorang mengalami suatu resiko atau kejadian

(event) seperti kegagalan pada waktu t dengan syarat bahwa seseorang tersebut

telah bertahan hingga waktu t dalam interval t + ∆t (Lawless, 2003).

Definisi 2.3.1. Misalkan T merupakan waktu hingga suatu kegagalan terjadi
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dimana T ≥ 0. Maka fungsi hazard diberikan

h(t) = lim∆t→0
P (t ≤ T < t + ∆t|T ≥ t)

∆t
(2.5)

Berdasarkan persamaan (2.5) h(t) diartikan sebagai limit dan interval

waktu ∆t menuju nol dengan perbandingan dua kuantitas sebagai berikut :

1. Peluang bahwa kejadian akan disebabkan antara waktu t dan t+∆t dengan

waktu survival T ≥ t

2. Waktu dalam interval ∆t

Fungsi h(t) disebut juga hazard rate atau laju kegagalan. Fungsi hazard dapat

diintepretasikan sebagai tingkat kecepatan suatu individu mengalami suatu kega-

galan per satuan waktu. Berdasarkan definisi (2.5) maka diperoleh hubungan

antara fungsi survival dan fungsi hazard sebagai berikut :

h(t) = lim∆t→0
P (t ≤ T < t + ∆t|T ≥ t)

∆t

= lim∆t→0
P (t ≤ T < t|∆t)

P (T ≥ t)

(
1

∆t

)
= lim∆t→0

P (T < t + ∆t)− P (T < t)

P (T ≥ t)

(
1

∆t

)
= lim∆t→0

F (t + ∆t)− F (t)

∆t

(
1

P (T ≥ t)

)
= lim∆t→0

F (t + ∆t)− F (t)

∆t

(
1

S(t)

)
=

f(t)

S(t)

(2.6)
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sehingga

h(t) =
f(t)

S(t)

=
d
dt

F (t)

S(t)

=
d
dt

(1− S(t))

S(t)

= −S ′(t)

S(t)

(2.7)

Berdasarkan persamaan (2.4) dan (2.6) maka diperoleh

h(t) =
f(t)

S(t)

= −S ′(t)

S(t)

= −d(log S(t))

dt

(2.8)

dengan mengintegralkan kedua sisi pada persamaan (2.8) akan memberikan fungsi

survival yang dinyatakan dalam fungsi hazard

h(t) = −d(log S(t))

dt∫ t

0

h(u)du =

∫ t

0

−d(log S(t))du

du

−
∫ t

0

h(u)du = − log S(u) |t0

− |t0 h(u)du = log S(t)

S(t) = exp

[
−
∫ t

0

h(u)du

]
(2.9)

dengan menggunakan persamaan (2.9) dapat diperoleh fungsi hazard kumulat-
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ifnya sebagai berikut :

S(t) = exp

[
−
∫ t

0

h(u)du

]
S(t) = exp [−H(t)]

logS(t) = −H(t)

H(t) = − log S(t)

(2.10)

Seperti fungsi survival, fungsi hazard juga dapat diplot sebagai kurva fungsi hazard

terhadap terhadap nilai t namun berbeda dengan fungsi survival, kurva h(t) tidak

harus dimulai dari 1 dan bergerak ke bawah menuju 0, tetapi kurva h(t) dapat

dimulai dari nilai berapapun (h(t) ≥ 0) dan bergerak ke atas dan ke bawah

terhadap waktu t. Dengan kata lain, untuk suatu nilai tertentu t, fungsi hazard

h(t) mempunyai karakteristik sebagai berikut :

1. Selalu bernilai non negatif, h(t) ≥ 0.

2. Tidak memiliki nilai batas.

Pada Gambar 2.8 akan ditunjukkan beberapa bentuk kurva fungsi hazard

dan berikut adalah penjelasan singkat mengenai bentuk fungsi hazard

1. Untuk kurva konstan (constant hazard), biasanya fungsi mengikuti model

distribusi eksponensial dimana fungsi seperti ini jarang ditemui dalam ke-

hidupan nyata.

2. Untuk kurva hazard turun (decreasing hazard), biasanya fungsi mengikuti

model distribusi Weibull misalnya saja tingkat kematian sesaat pada popu-

lasi bayi yang baru lahir. Cenderung tinggi pada awal setelah kelahiran dan

seiring berjalannya waktu tingkat kematian pun akan semakin turun dan

stabil.
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3. Untuk kurva hazard naik (increasing hazard), biasanya fungsi mengikuti

model distribusi Weibull misalnya tingkat kematian sesaat pada penderita

kanker. Pada awal terdeteksi, tingkat hazard masih rendah dan semakin

lama akan semakin tinggi tingkat kematian pada penderita kanker tersebut.

4. Untuk kurva hazard naik turun (increasing and decreasing hazard), biasanya

fungsi mengikuti model distribusi Log-Logistik misalnya tingkat kematian

pada individu setelah dilakukan operasi jantung. Kemudian pada resiko

awalnya dapat terjadi infeksi atau komplikasi lain sesaat setelah prosedur

operasi berjalan, kemudian resikonya berkurang seiring dengan kesembuhan

individu.

Gambar 2.8: Kurva Fungsi Hazard (a) konstan, (b) naik, (c) turun, (d) naik dan
turun
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Pada penelitian ini akan digunakan fungsi hazard naik turun sesuai dengan ciri

khas dari distribusi Log-Logistik.

2.4 Distribusi Log-Logistik

Distribusi Log-Logistik merupakan salah satu distribusi peluang kontinu

untuk variabel random non-negatif dalam ilmu statistika. Distribusi ini biasa

digunakan dalam analisis tahan hidup seperti untuk meneliti waktu penyembuhan

suatu penyakit sebagai model parametrik karena sangat mirip dengan distribusi

normal.

Bentuk distribusi Log-Logistik sangat mirip dengan distribusi Log-Normal

tetapi distribusi Log-Logistik lebih cocok digunakan untuk analisis survival dari-

pada distribusi Log-Normal ketika menggunakan data survival tersensor karena

distribusi Log-Normal tidak dapat digunakan secara langsung pada data tersensor.

Untuk fungsi hazard yang naik atau turun para peneliti biasanya menggunakan

distribusi Weibull sementara itu untuk fungsi hazard yang naik turun lebih sering

menggunakan distribusi Log-logistik dibanding distribusi Log-Normal dan dis-

tribusi Log-Logistik adalah alternatif yang baik untuk digunakan dalam model

parametrik dibanding distribusi lainnya.

2.4.1 Fungsi Densitas Log-Logistik

Definisi 2.4.1. Misalkan T merupakan variabel random yang mengikuti distribusi

Log-Logistik dengan paramater γ dan paramater shape β, maka fungsi densitas
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dapat didefinisikan sebagai berikut

f(t; γ; β) =

[
β
γ

] [
t
γ

]β−1

[
1 +

[
t
γ

]β]2 , t > 0 (2.11)

dimana γ > 0 dan β > 0, untuk selanjutnya dinotasikan sebagai T ∼ L(γ, β).

Nilai paramater shape yaitu β yang menyatakan suatu bentuk yang

bermacam-macam dari kurva fungsi densitas yakni naik, turun, atau mendatar

sehingga kondisi ini sangat cocok digunakan untuk berbagai model data survival.

Fungsi densitas peluang dari distribusi Log-Logistik dengan γ = 1 ditunjukkan

Gambar 2.9: Kurva fungsi densitas peluang dari distribusi Log-Logistik

pada Gambar 2.9 diatas untuk nilai β yang berbeda. Untuk 0 ≤ β ≤ 1 fungsi

densitas peluangnya menurun, sedangkan untuk β > 1 fungsi densitas peluangnya
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merupakan fungsi naik dengan sebuah puncak. Semakin besar nilai β, puncak

dari kurva fungsi densitas peluangnya semakin runcing dan bentuknya semakin

simetris.

Maka berdasarkan definisi (2.11) Fungsi distribusi kumulatifnya adalah

sebagai berikut

F (t) =

∫ t

0

[
β
γ

] [
y
γ

]β−1

[
1 +

[
y
γ

]β]2dy (2.12)

misal :

u = 1 +

[
y

γ

]β

du =

[
β

γ

] [
y

γ

]β−1

dy

dy =
du[

β
γ

] [
y
γ

]β−1

(2.13)

dan

y = 0 → u = 1

y = t → u = 1 +

(
t

γ

)β (2.14)

maka dengan mensubtitusi persamaan (2.13) dan (2.14) diperoleh

F (t) =

∫ t

0

[
β
γ

] [
y
γ

]β−1

[
1 +

[
y
γ

]]2 dy

=

∫ t

0

[
β
γ

] [
y
γ

]β−1

u2

du[
β
γ

] [
y
γ

]β−1
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=

∫ 1+( t
γ )

β

1

u−2du

= −u−1 |
1+( t

γ )
β

1

= − 1

1 +
[

y
γ

]β |t0
= − 1

1 +
[

y
γ

]β + 1

= 1− 1

1 +
[

t
γ

]β
=

1 +
[

t
γ

]β
− 1

1 +
[

t
γ

]β
=

[
t
γ

]β
1 +

[
t
γ

]β
F (t) =

tβ

γβ + tβ

(2.15)

dimana γ > 0 dan β > 0.

2.4.2 Fungsi Survival Log-Logistik

Definisi 2.4.2. Misalkan T merupakan variabel random dari waktu tahan hidup

dari suatu individu. Fungsi survival dari T ∼ LL(γ, β) didefinisikan sebagai

peluang suatu individu bertahan sampai waktu t. Maka berdasarkan persamaan
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(2.15) fungsi survival didefinisikan sebagai berikut:

S(t) = 1− F (t)

= 1− tβ

γβ + tβ

=
γβ

γβ + tβ

=
1

1 +
[

t
γ

]β
(2.16)

2.4.3 Fungsi Hazard Log-Logistik

Definisi 2.4.3. Misalkan T merupakan variabel random dari waktu tahan hidup

suatu individu. Fungsi hazard h(t) menyatakan peluang suatu individu mengalami

kegagalan pada waktu t. Maka berdasarkan persamaan (2.11) dan (2.16) fungsi

hazard didefinisikan sebagai berikut:

h(t) =
f(t)

S(t)

=

[
β
γ

] [
t
γ

]β−1

[
1 +

[
t
γ

]β]2

[
1 +

[
t
γ

]β]
1

=

[
β
γ

] [
t
γ

]β−1

1 +
[

t
γ

]β
(2.17)

Berdasarkan persamaan (2.17) maka akan didapat fungsi hazard kumu-

latif H(t) sebagai berikut

H(t) =

∫ t

0

[
β
γ

] [
y
γ

]β−1

1 +
[

y
γ

]β dy (2.18)
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misal:

u = 1 +

[
y

γ

]β

du =

[
β

γ

] [
y

γ

]β−1

dy

dy =
du[

β
γ

] [
y
γ

]β−1

(2.19)

dan

y = 0 → u = 1

y = t → u = 1 +

(
t

γ

)β (2.20)

maka dengan mensubtitusi persamaan (2.18) dan (2.19) diperoleh

H(t) =

∫ t

0

[
β
γ

] [
y
γ

]β−1

1 +
[

y
γ

]β dy

=

∫ 1+( t
γ )

β

0

u−1du

= ln |u| |
1+( t

γ )
β

1

= ln

∣∣∣∣∣1 +

(
t

γ

)β
∣∣∣∣∣− ln |1|

= ln

∣∣∣∣∣1 +

(
t

γ

)β
∣∣∣∣∣

(2.21)

dengan bentuk fungsi hazard kumulatif Log-Logistik seperti Gambar 2.10 dan

H(t) adalah peluang suatu individu mengalami kegagalan seperti kematian pada

waktu awal pengamatan (start point) hingga waktu t dengan nilai kurang dari
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Gambar 2.10: Kurva fungsi hazard kumulatif Log-Logistik

sama dengan 1 yang artinya peluang kegagalan suatu individu semakin lama akan

semakin bertambah hingga waktu t.

2.5 Statistika Terurut

Definisi 2.5.1. Misalkan himpunan variabel random X1, X2, ..., Xn merupakan

sampel random yang berukuran n dari suatu populasi dengan fungsi densitas

f(x) maka fungsi densitas peluang bersama dari variabel random independennya

adalah sebagai berikut (Bain and Engelhardt, 1992)

f(x1, x2, ..., xn) = f(x1)f(x2)...f(xn) (2.22)

Misalkan X1, X2, ..., Xn adalah sampel random yang berukuran n dari

fungsi densitas peluang f(x) dimana untuk f(x) kontinu dan f(x) > 0, a < x < b
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maka fungsi densitas peluang dari statistik terurut ke-k adalah sebagai berikut

gk(yk) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (yk)]

k−1 [1− F (yk)]
n−k f(yk), a < yk < b (2.23)

2.6 Distribusi Multinomial

Definisi 2.6.1. Misal setiap percobaan dapat menghasilkan k macam hasil x1, x2, ..., xk

dengan peluang P1, P2, ..., Pk maka distribusi peluang acak X1, X2, ..., Xk yang

menyatakan terjadinya x1, x2, ..., xk dalam n usaha yang bebas maka

P (x1, x2, ..., xk) =
n!

X1!X2!...Xk!
(PX1

1 )(PX2
2 )...(PXk

k ) (2.24)

dimana

n = banyak percobaan atau perlakuan

X1 = banyak kejadian peristiwa ke-1

X2 = banyak kejadian peristiwa ke-2

Xk = banyak kejadian peristiwa ke-k

P1 = peluang peristiwa 1 mengalami kejadian

P2 = peluang peristiwa 2 mengalami kejadian

Pk = peluang peristiwa k mengalami kejadian

Distribusi multinomial memiliki rataan µi untuk setiap Xi dan covarians

µi(1 − µi) jika i = j dan −µiµj jika i 6= j. Selanjutnya, karena fungsi distribusi
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digunakan untuk peubah acak biner yang diskrit maka didapat

E[Xi] =
∑
xiεXi

xif(xi; θ)

= 0µ1 + 0µ2 + ... + 1µi

= µi

(2.25)

Selanjutnya akan didapatkan V ar[Xi] dan Cov[Xi] menggunakan rumus V ar[Xi] =

E[X2
i ]− [E[X2

i ]]2 dimana

E[X2
i ] =

∑
xiεXi

x2
i f(xi; θ)

= 02µ1 + 02µ2 + ... + 12µi

= µi

E[Xi]
2 = µ2

i

V ar[Xi] = E[X2
i ]− E[Xi]

2

= µi − µ2
i

= µi(1− µi)

(2.26)

untuk mendapatkan Cov[XiXj] dengan i 6= j menggunakan rumus Cov[XiXj] =

E[XiXj] − {E[Xi].E[Xj]}, karena Xi dan Xj saling bebas maka E[XiXj] = 0

sehingga didapatkan

Cov[XiXj] = E[XiXj]− {E[Xi].E[Xj]}

= 0− µi.µj

= −µi.µj

(2.27)
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2.7 Uji Statistik Anderson-Darling

Uji Statistik-Anderson-Darling merupakan metode yang digunakan untuk

menguji apakah sampel data berasal dari distribusi tertentu, seperti distribusi

normal, Log-Logistik, dan lain-lain (Lawless, 1982).

1. Uji Hipotesis :

H0 : F (t) = F0(t) (Data berdistribusi Log-Logistik)

H1 : F (t) 6= F0(t) (Data tidak berdistribusi Log-Logistik)

dengan statistik uji Anderson Darling (A2)

A2 = −n−
n∑

i=1

(2i− 1)

n
(logF (Zi) + log(1− F (Zn+1−i))) (2.28)

dimana

Zi =
xi − x̄

s
(2.29)

dengan

A = statistik uji untuk metode Anderson-Darling

n = ukuran sampel

xi = data ke-i yang telah diurutkan

Zi = data xi yang distandarisasi

x̄ = rata-rata data

s = standar deviasi data

F (Zi) = nilai fungsi distribusi kumulatif normal baku di Zi

2. Menentukan taraf nyata α



28

3. Keputusan :

• Terima H0 jika A2 > α

• Tolak H0 jika A2 < α

2.8 Matriks Informasi

Definisi 2.8.1. Misalkan x1, x2, ..., xk merupakan sampel random dari suatu dis-

tribusi dengan fungsi densitas peluang f(x, θ) dimana θ = (θ1, θ2, ..., θk)
′

me-

rupakan vektor dari paramater-paramater yang belum diketahui nilainya yang

merupakan himpunan dari Ω maka fungsi likelihood dari θ adalah

L(θ) =
n∏

i=1

f(yi; θ) (2.30)

sehingga persamaan maksimum likelihoodnya adalah sebagai berikut

Uj(θ) =
∂L(θ)

∂θj

, j = 1, 2, ..., k (2.31)

U(θ) mempunyai rata-rata nol dan matriks kovarian I(θ)−1 dimana

Iij(θ) = E

[
−∂2LL(θ)

∂θi∂θj

]
; i, j = 1, 2, ..., k (2.32)

sehingga matriks I(θ) disebut matriks informasi untuk distribusi normal (Lawless,

2003).
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2.9 Interval Konfidensi

Definisi 2.9.1. Misalkan X1, X2, ..., Xn merupakan variabel random non-negatif.

Suatu l(x1, x2, ..., xn) dan a(x1, x2, ..., xn) disebut interval konfidensi 100% untuk

θ jika :

P [l(X1, X2, ..., Xn) < θ < a(X1, X2, ..., Xn)] = α (2.33)

dimana 0 < α < 1. Sedangkan nilai dari l(x1, x2, ..., xn) dan a(x1, x2, ..., xn)

disebut batas konfidensi bawah dan atas (Bain & Engelhardt, 1992).

Definisi 2.9.2. One-sided Limit Konfidensi

1. Jika P [l(X1, X2, ..., Xn) < θ] = α maka l(x) = l(x1, x2, ..., xn) disebut one-

sided lower (batas bawah) limit konfidensi untuk θ.

2. Jika P [a(X1, X2, ..., Xn) < θ] = α maka a(x) = a(x1, x2, ..., xn) disebut

one-sided upper (batas atas) limit konfidensi untuk θ.

Definisi 2.9.3. Misalkan Q = q(X1, X2, ..., Xn; θ) adalah variabel random yang

merupakan fungsi dari sampel acak X1, X2, ..., Xn dan parameter θ, maka Q dise-

but besaran pivot jika distribusinya tidak tergantung pada θ maupun parameter

lainnya.

Sebagai ilustrasi, Jika X1, X2, ..., Xn adalah sampel acak dari populasi

yang berdistribusi normal N(µ, σ2), dengan σ2 diketahui dan µ tidak diketahui.

Jika x̄ merupakan MLE bagi µ maka pivot-nya adalah sebagai berikut :

Q = x̄− µ (2.34)
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Jika Q dikalikan dengan 1

σ/n
1
2

maka

Z = Q · 1

σ/n
1
2

Z =
x̄− µ

σ/n
1
2

∼ N(0, 1)

(2.35)

Dengan demikian interval konvidensi untuk µ adalah sebagai berikut :

P (−zα
2
≤ Z ≤ zα

2
) = 1− α

P (−zα
2
≤ x̄− µ

σ/n
1
2

≤ zα
2
) = 1− α

maka diperoleh

x̄− zα
2
σ/n

1
2 ≤ µ ≤ x̄ + zα

2
σ/n

1
2 (2.36)



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Model Survival Data Tersensor Kanan

Pada pembahasan sebelumnya telah dijelaskan mengenai fungsi densitas,

fungsi survival, dan fungsi hazard dari distribusi Log-Logistik berdasarkan per-

samaan (2.11), (2.16), dan (2.17). Selanjutnya akan dibahas mengenai model

survival dari data survival tersensor kanan (right censored). Data dikatakan

tersensor kanan (right censored) apabila individu tersebut hilang dari pengamatan

(loss to follow up) atau individu tersebut masih bertahan sampai waktu penga-

matan berakhir. Data tersensor kanan terdapat r buah pengamatan dalam sampel

random yang berukuran n dan pengamatan dihentikan setelah kegagalan ke-r yang

terjadi sebelum waktu ti, seperti pada Gambar 3.1

Gambar 3.1: Ilustrasi model tersensor kanan

31
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Misalkan T merupakan variabel random yang menyatakan waktu hing-

ga suatu kegagalan terjadi, maka T(1) merupakan waktu hingga kegagalan terjadi

pada individu ke-1, T(2) merupakan waktu hingga kegagalan terjadi pada individu

ke-2, dan seterusnya hingga T(r) adalah waktu hingga kegagalan terjadi pada indi-

vidu ke-r dengan data terdiri dari banyaknya individu yang mengalami kegagalan

sebanyak r dengan urutan T(1) ≤ T(2) ≤ T(3) ≤ ... ≤ T(r) dari sampel random

yang berukuran n dengan urutan T1, T2, T3, ..., Tn seperti yang dilustrasikan pada

Gambar 3.2 berikut:

Gambar 3.2: Ilustrasi model tersensor kanan

Oleh karena itu, diperoleh f(t1) yang merupakan fungsi densitas peluang

dari variabel random individu ke-1, f(t2) yang merupakan fungsi densitas pelu-

ang dari variabel random individu ke-2, dan seterusnya hingga f(tr) dengan indi-

vidu yang mengalami kegagalan yaitu individu ke-1 sampai individu ke-r masing-

masing sebanyak satu orang yang mengalami kegagalan, sehingga fungsi densi-

tas untuk satu individu pada waktu ke ti yang mengikuti distribusi Log-Logistik

adalah sebagai berikut :

f(ti) =

[
β
γ

] [
ti
γ

]β−1

[
1 +

[
ti
γ

]β]2 ; t, γ, β > 0
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Sementara itu, individu yang masih bertahan melebihi waktu penga-

matan dituliskan dengan Tr+1, Tr+2, Tr+3, ..., Tn sebanyak (n−r) data pengamatan

yang disebut dengan data tersensor kanan. Sampel random yang berukuran n

dengan jumlah kegagalan sebanyak r memiliki urutan yang mungkin terjadi dan

mengikuti distribusi multinomial sehingga didapat n!
1!1...1!(n−r)!

. Oleh karena itu,

fungsi densitas peluang bersama dari T1, T2, T3, ..., Tn dari data yang diamati da-

pat ditulis sebagai berikut :

f(t1, t2, ..., tr) =
n!

(n− r)!
f(t1)f(t2)...f(tr)[P (Tr+1 ≥ tr)...P (Tn ≥ tr)]

=
n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

f(ti)

]
[(1− P (Tr+1 < tr))...(1− P (Tn < tr))]

=
n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

f(ti)

]
[(1− F (tr))...(1− F (tr))]

=
n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

f(ti)

]
[1− F (tr)]

n−r

=
n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

f(ti)

]
[S(tr)]

n−r

sehingga didapat fungsi densitas peluang bersama data survival tersensor kanan

dari t1, t2, t3, ..., tr untuk r < n adalah sebagai berikut :

f(t1, t2, ..., tr) =
n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

f(ti)

]
[S(tr)]

n−r (3.1)
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3.2 Estimasi Paramater dengan Maksimum Like-

lihood Estimator (MLE)

Pada pembahasan selanjutnya akan didapatkan nilai estimasi parameter

dari distribusi Log-Logistik dengan menggunakan metode MLE.

3.2.1 Fungsi Likelihood dari Distribusi Log-Logistik

Dalam menduga parameter pada distribusi Log-Logistik dengan meng-

gunakan MLE diperlukan model survival yang ditentukan berdasarkan fungsi like-

lihood -nya. Model survival didapat dengan mensubtitusi persamaan (2.11) dan

(2.16) pada persamaan (3.1) sehingga didapatkan likelihood -nya sebagai berikut :

f(t1, t2, ..., tr) =
n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

f(ti)

]
[S(tr)]

n−r

=
n!

(n− r)!

[
r∏

i=1

(β
γ
)r( ti

γ
)β−1

[1 + ( ti
γ
)β]2

][
1

1 + ( tr
γ
)β

]n−r

=
n!

(n− r)!

[
(
β

γ
)r

r∏
i=1

( ti
γ
)β−1

[1 + ( ti
γ
)β]2

][
1

1 + ( tr
γ
)β

]n−r

maka fungsi likelihood dari distribusi Log-Logistik untuk data survival tersensor

kanan memiliki bentuk

L(γ, β) =
n!

(n− r)!

[
(
β

γ
)r

r∏
i=1

( ti
γ
)β−1

[1 + ( ti
γ
)β]2

][
1

1 + ( tr
γ
)β

]n−r

(3.2)

3.2.2 Maksimum Likelihood Estimator (MLE)

Pada tulisan ini akan digunakan metode maksimum likelihood untuk

mendapatkan estimasi parameter dari distribusi Log-Logistik. Metode maksi-



35

mum likelihood menggunakan nilai dalam ruang parameter Ω yang bersesuaian

dengan harga kemungkinan maksimum dari data observasi sebagai estimasi dari

parameter yang tidak diketahui.

Dalam aplikasinya L(γ, β) menunjukkan fungsi densitas peluang bersama

dari sampel random. Jika Ω ruang parameter yang merupakan interval terbuka

dan L(γ, β) merupakan fungsi yang dapat diturunkan serta diasumsikan maksi-

mum pada Ω, maka persamaan maksimum likelihood -nya adalah

∂L(γ, β)

∂γ
= 0 (3.3)

dan

∂L(γ, β)

∂β
= 0 (3.4)

Jika penyelesaian dari persamaan (3.3) dan (3.4) ada maka maksimum

dari L(γ, β) dapat terpenuhi tetapi apabila penyelesaian dari persamaan tersebut

sulit untuk diselesaikan maka fungsi L(γ, β) dapat dibuat logaritma naturalnya

(selanjutnya ditulis dengan LL(γ, β)) dengan ketentuan LL(γ, β) maksimum.

Dari persamaan (3.2) yakni persamaan likelihood sampel tersensor kanan

diperoleh fungsi likelihood untuk distribusi Log-logistik sebagai berikut :

L(γ, β) =
n!

(n− r)!

[
(
β

γ
)r

r∏
i=1

( ti
γ
)β−1

[1 + ( ti
γ
)β]2

][
1

1 + ( tr
γ
)β

]n−r

Oleh karena L(γ, β) sulit diturunkan terhadap γ ataupun β maka perlu

dibuat persamaan logaritma natural maksimum likelihood -nya, sehingga didapat
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fungsi likelihood -nya sebagai berikut :

LL(γ, β) = ln
n!

(n− r)!
+ ln βr − ln γr +

r∑
i=1

ln

(
ti
γ

)β−1

+
r∑

i=1

ln

[
1 +

(
ti
γ

)β
]−2

+ ln

[
1 +

(
tr
γ

)β
]r−n

= ln
n!

(n− r)!
+ ln βr − ln γr +

r∑
i=1

(β − 1) ln

(
ti
γ

)

−
r∑

i=1

2 ln

[
1 +

(
ti
γ

)β
]

+ (r − n) ln

[
1 +

(
tr
γ

)β
]

(3.5)

Berdasarkan persamaan (3.5) akan didapatkan turunan pertama dan ke-

dua terhadap γ dan β, berikut adalah perhitungan turunan pertama LL(γ, β)

terhadap γ yaitu sebagai berikut :

∂LL(γ, β)

∂γ
= − r

γ
+

r(1− β)

γ
− 2

r∑
i=1

[
1 +

(
ti
γ

)β
]−1(

−β

γ

)(
ti
γ

)β

− (r − n)

1 +
(

tr
γ

)β

(
β

γ

)(
tr
γ

)β

=
−rβ

γ
+

(
2β

γ

) r∑
i=1

[
1 +

(
ti
γ

)β
]−1(

ti
γ

)β

− (r − n)

1 +
(

tr
γ

)β

(
β

γ

)(
tr
γ

)β

(3.6)

berdasarkan persamaan (3.6) maka akan didapatkan perhitungan turunan kedua
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dari LL(γ, β) terhadap γ yaitu sebagai berikut :

∂2LL(γ, β)

∂γ2
=

rβ

γ2
− 2

(
β

γ

)
r∑

i=1

[(
β+1

γ

)(
ti
γ

)β
(

1 +
(

ti
γ

)β
)
−
(

β
γ

)(
ti
γ

)2β
]

[
1 +

(
ti
γ

)β
]2


− (r − n)[

1 +
(

tr
γ

)β
]2

[(
−β − 1

γ

)(
β

γ

)(
tr
γ

)β
(

1 +

(
tr
γ

)β
)

+

(
β

γ

)2(
tr
γ

)2β
](3.7)

Oleh karena perhitungan turunan kedua L(γ, β) terhadap γ mendap-

atkan hasil yang negatif maka MLE untuk γ yang dilambangkan dengan γ̂ diper-

oleh dengan menyelesaikan persamaan (3.6) yaitu sebagai berikut :

−rβ̂

γ̂
+

(
2β̂

γ̂

)
r∑

i=1

[
1 +

(
1 +

(
ti
γ̂

))β̂
]−1(

ti
γ̂

)β̂

− (r − n)

1 +
(
1 +

(
tr
γ̂

))β̂

(
β̂

γ̂

)(
tr
γ̂

)β̂

= 0

(3.8)

Selanjutnya akan didapatkan nilai estimasi paramater β̂ dengan menghi-

tung turunan dari LL(γ, β) terhadap β yaitu sebagai berikut :

∂LL(γ, β)

∂β
=

r

β
+

r∑
i=1

ln
ti
γ
− 2

r∑
i=1

[
1 +

(
ti
γ

)β
]−1(

ti
γ

)β

ln

(
ti
γ

)
+

(r − n)

1 +
(

tr
γ

)β

(
tr
γ

)β

ln

(
tr
γ

) (3.9)

Perhitungan turunan kedua dari LL(γ, β) terhadap β adalah sebagai berikut :

∂2LL(γ, β)

∂β2
= −

(
r

β2

)
−2

r∑
i=1

(
ti
γ

)β (
ln
(

ti
γ

))2

[
1 +

(
ti
γ

)β
]2 +

(r − n)[
1 +

(
tr
γ

)β
]2

(
tr
γ

)β (
ln

(
tr
γ

))2

(3.10)
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Oleh karena perhitungan turunan kedua L(γ, β) terhadap β mendapatkan hasil

yang negatif maka MLE untuk γ yang dilambangkan dengan γ̂ diperoleh dengan

menyelesaikan persamaan (3.9) yaitu sebagai berikut :

r

β̂
+

r∑
i=1

ln
ti
γ̂
−2

r∑
i=1

[
1 +

(
ti
γ̂

)β̂
]−1(

ti
γ̂

)β̂

ln

(
ti
γ̂

)
+

(r − n)

1 +
(

tr
γ̂

)β̂

(
tr
γ̂

)β̂

ln

(
tr
γ̂

)
= 0

(3.11)

Berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan maka MLE untuk γ̂ ter-

dapat pada persamaan (3.8) dan β̂ pada persamaan (3.11). Kedua persamaan

tersebut sulit diselesaikan secara eksplisit karena memiliki bentuk yang sangat

kompleks dan tidaklah linier sehingga perlu dilakukan metode numerik Newton-

Raphson untuk mendapatkan nilai estimasi paramater dari γ̂ dan β̂ pada analisis

survival menggunakan model distribusi Log-Logistik. Menurut Tirta (2009) algo-

ritma pokok dari metode ini memiliki langkah-langkah sebagai berikut :

1. Tentukan hampiran awal γn dan βn pada langkah ke-n, n = 0, 1, 2, ...

2. Misalkan xn merupakan hampiran awal untuk γn maka untuk menentukan

hampran awal γn langkah pertama yang dilakukan adalah menentukan gra-

dien garis singgung terhadap kurva y = f(xn) di titik (xn, f(xn)) dimana

f ′(xn) = 0 merupakan gradien garis. Selanjutnya, tentukan persamaan garis

singgungnya yaitu y = f ′(xn)(x− xn) + f(xn) seperti pada Gambar 3.3 dan

begitu pula untuk β.
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Gambar 3.3: Iterasi Newton Raphson

3. Lakukan iterasi dengan persamaan :

γn+1 = γn −
f ′(γn)

f ′′(γn)

untuk menduga nilai parameter γ dan begitu pula untuk β, karena per-

samaan turunan pertama parameter γ dan β tidaklah linear dan terlalu kom-

pleks untuk diselesaikan maka fungsi turunan pertamanya haruslah berupa

vektor T dan turunan keduanya disebut matriks Hessian H, dengan bentuk

multivariat dari metode Newton-Raphson yaitu sebagi berikut :

Gn+1 = Gn −
T(γ, β)

H(γ, β)

sehingga didapat

T(γ, β) =

 ∂LL(γ,β)
∂γ

∂LL(γ,β)
∂β


dan

H(γ, β) =

 ∂2LL(γ,β)
∂γ2

∂2LL(γ,β)
∂γ∂β

∂2LL(γ,β)
∂β∂γ

∂2LL(γ,β)
∂β2
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dimana

Gn+1 =

 γn+1

βn+1


dan

Gn =

 γn

βn


4. Hentikan proses iterasi sampai mendapatkan nilai parameter yang konvergen

(jika selisih antara γn+1 dan γn kurang dari 10−6 sehingga didapatkan nilai

estimasi parameter yang stabil).

3.3 Interval Konfidensi

Setelah γ̂ dan β̂ diperoleh, selanjutnya akan ditentukan interval konfiden-

si untuk γ dan β. Asumsikan pendugaan untuk γ dan β didasarkan pada sam-

pel besar yang secara aproksimasi berdistribusi normal N(0,1), sehingga dengan

menggunakan pendekatan pivot (berdasarkan persamaan (2.35)) dapat ditulis se-

bagai berikut :

Z1 =
γ̂ − γ

se(γ̂)
(3.12)

dan

Z2 =
β̂ − β

se(β̂)
(3.13)

Selanjutnya untuk menentukan se(γ̂) dan se(β̂) langkah pertama yang dilakukan

adalah menentukan matriks informasi (I(γ, β)) yaitu

I(γ, β) = E

(
−∂2LL(γ, β)

∂γ∂β

)
(3.14)
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dengan ∂2LL(γ,β)
∂γ2 pada persamaan (3.7) dan ∂2LL(γ,β)

∂β2 pada persamaan (3.10) maka

didapat

I(γ, β) =

 −E
[

∂2LL(γ,β)
∂γ2

]
−E

[
∂2LL(γ,β)

∂γ∂β

]
−E

[
∂2LL(γ,β)

∂β∂γ

]
−E

[
∂2LL(γ,β)

∂β2

]


kemudian berdasarkan persamaan (3.8) yang merupakan ∂LL(γ,β)
∂γ

akan dihitung

∂2LL

∂γ∂β
yaitu sebagai berikut :

∂2LL

∂γ∂β
=

2

γ

 r∑
i=1

[(
ti
γ

)β [
1 + β ln

(
ti
γ

)][
1 +

(
ti
γ

)β
]
− β

(
ti
γ

)2β

ln

(
ti
γ

)][
1 +

(
ti
γ

)β
]−2


− (r − n)[
1 +

(
tr
γ

)β
]2

[(
1

γ

(
tr
γ

)β
)[

1 + β ln

(
tr
γ

)]
−
(

β

γ

)(
tr
γ

)2β
]

ln

(
tr
γ

)
−
(

r

γ

)

(3.15)

dan berdasarkan persamaan (3.11) yang merupakan ∂LL(γ,β)
∂β

akan dihitung ∂2LL

∂β∂γ

yaitu sebagai berikut :

∂2LL

∂γ∂β
=

2

γ

 r∑
i=1

[(
ti
γ

)β [
1 + β ln

(
ti
γ

)][
1 +

(
ti
γ

)β
]
− β

(
ti
γ

)2β

ln

(
ti
γ

)][
1 +

(
ti
γ

)β
]−2


− (r − n)[
1 +

(
tr
γ

)β
]2

[(
1

γ

(
tr
γ

)β
)[

1 + β ln

(
tr
γ

)]
−
(

β

γ

)(
tr
γ

)2β
]

ln

(
tr
γ

)
−
(

r

γ

)

(3.16)

Selanjutnya berdasarkan persamaan (3.15) dan (3.16) didapatkan

∂2LL(γ, β)

∂γ∂β
=

∂2LL(γ, β)

∂β∂γ
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Jika γ̂ dan β̂ adalah MLE dari γ dan β dengan invers matriks informasi adalah

penduga matriks covarians I(γ, β)−1, maka matriks invers dapat ditulis sebagai

berikut :

I(γ, β)−1 =

 var(γ̂) cov(γ̂β̂)

cov(β̂γ̂) var(β̂)


dan

V̂ = I(γ, β)−1

sehingga didapat

V̂ =

 var(γ̂) cov(γ̂β̂)

cov(β̂γ̂) var(β̂)


dan matriks kovarian dapat ditulis sebagai berikut

V̂ =

 V̂11 V̂12

V̂21 V̂22


dengan standard error untuk γ̂ adalah

se(γ̂) = V̂
1
2

11 (3.17)

dan standard error untuk β̂ adalah

se(β̂) = V̂
1
2

22 (3.18)

Oleh karena itu, interval konfidensi untuk γ dengan taraf signifikansi
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1− α adalah sebagai berikut :

P (−zα
2
≤ Z1 ≤ zα

2
) = 1− α

P (−zα
2
≤ γ̂ − γ

se(γ̂)
≤ zα

2
) = 1− α

maka diperoleh

γ̂ − zα
2
se(γ̂) ≤ γ ≤ γ̂ + zα

2
se(γ̂) (3.19)

dan interval konfidensi untuk β dengan taraf signifikansi 1 − α adalah sebagai

berikut :

P (−zα
2
≤ Z2 ≤ zα

2
) = 1− α

P (−zα
2
≤ β̂ − β

se(β̂)
≤ zα

2
) = 1− α

maka diperoleh

β̂ − zα
2
se(β̂) ≤ β ≤ β̂ + zα

2
se(β̂) (3.20)
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3.4 Diagram Alir Data Tersensor Kanan Meng-

gunakan Distribusi Log-Logistik

Setelah didapatkan model survival data tersensor kanan menggunakan

distribusi Log-Logistik dapat dibuat diagram alir data tersensor kanan mengguna-

kan distribusi Log-Logistik. Berikut gambar diagram alir data tersensor kanan

menggunakan distribusi Log-Logistik :

Gambar 3.4: Diagram Alir Data Tersensor Kanan Menggunakan Distribusi Log-
Logistik

Selanjutnya, dengan menggunakan langkah-langkah di atas akan dike-

tahui probabilitas survival, probabilitas waktu kegagalan individu pada waktu

tertentu, dan probabilitas kegagalan individu dari awal pengamatan hingga wak-

tu tertentu dengan melibatkan bentuk data time to event seperti data kematian.
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3.5 Studi Kasus

Data yang digunakan dalam tuisan ini adalah data kematian pasien sete-

lah diberi perlakuan berupa operasi jantung di salah satu Rumah Sakit di Jakarta

pada tahun 2014. Data terdiri dari 40 pasien setelah melakukan operasi jan-

tung hingga mengalami kegagalan berupa kematian. Waktu survival dari pasien

adalah waktu (dalam hari) hingga terjadinya kematian. Dari 40 pasien terdap-

at 31 pasien dengan waktu survival tidak tersensor dan 9 pasien dengan waktu

survival tersensor (pasien yang masih bertahan hingga lebih dari 15 hari waktu

pengamatan). Selanjutnya akan dihitung peluang hidup (probabilitas survival)

dan peluang kegagalan (probabilitas kematian) seorang pasien setelah diberi per-

lakuan berupa operasi jantung dalam waktu 10 hari. Pengolahan data dilakukan

dengan bantuan software MINITAB 14 dan MAPLE 13.

Langkah pertama dalam aplikasi ini adalah mengasumsikan data ke-

matian 31 pasien setelah melakukan operasi jantung mengikuti distribusi Log-

Logistik. Untuk menguji apakah data yang diasumsikan berdistribusi Log-Logistik

maka akan dilakukan uji statistik Anderson-Darling dengan hipotesis

H0 : F (t) = F0(t) (Data berdistribusi Log-Logistik)

H1 : F (t) 6= F0(t) (Data tidak berdistribusi Log-Logistik)

Berdasarkan Gambar 3.5 didapat nilai statistik Anderson-Darling (A2) sebesar

0,361 dan p = F0(t) = 0,424 dengan F (t) merupakan fungsi kumulatif data berdis-

tribusi Log-Logistik. Berdasarkan Gambar 3.4 didapat A2 > 0, 05, sehingga H0

diterima yang berarti data mengikuti distribusi Log-Logistik.
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Gambar 3.5: Kurva Anderson-Darling Data Kematian Pasien Setelah Operasi
Jantung

Langkah berikutnya adalah mencari nilai parameter menggunakan metode

MLE dengan bantuan software MINITAB 14. Fungsi densitas distribusi Logistik

yang digunakan adalah

f(y) =
exp

[
lny−µ

σ

]
σ
[
1 + exp

[
lny−µ

σ

]2] (3.21)

dengan

µ = location parameter

σ = scale parameter

Bentuk fungsi densitas pada persamaan (3.22) merupakan hasil generalisasi

dari fungsi densitas distribusi Logistik pada persamaan (3.21) (Ojo & Olapade,

2003). Misal variabel random T yang menyatakan waktu hingga kematian terjadi

dan T dikatakan mengikuti distribusi Log-Logistik dengan parameter γ dan β
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maka fungsi densitas Log-Logistik ialah sebagai berikut:

f(t) =

[
β
γ

] [
t
γ

]β−1

[
1 +

[
t
γ

]β]2 (3.22)

dengan

γ = exp(µ)

β = 1
σ

Hasil dugaan untuk γ dapat diperoleh dari nilai location parameter (µ)

yaitu 2,3451 sehingga didapat nilai γ̂ sebagai berikut :

γ̂ = exp(µ)

= exp(2, 3451)

= 10, 43431611

≈ 10, 435

(3.23)

dan nilai scale parameter (σ) yaitu 0,785485 sehingga didapat nilai β̂ sebagai

berikut :

β̂ =
1

σ

=
1

0, 682343

= 1, 465538593

≈ 1, 466

(3.24)

Setelah nilai parameter γ̂ dan β̂ diketahui maka akan ditentukan interval
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konfidensi untuk γ dan β. Dari perhitungan sebelumnya telah didapat nilai γ̂ pada

persamaan (3.23) dan β̂ persamaan (3.24) dengan bantuan software MINITAB 14.

Selanjutnya, untuk mendapatkan matriks informasi akan dicari turunan kedua

untuk γ berdasarkan persamaan (3.7) yaitu

∂2LL(γ, β)

∂γ2
= −0, 27143 (3.25)

dan turunan kedua untuk β berdasarkan persamaan (3.10) yaitu

∂2LL(γ, β)

∂β2
= −18, 4893 (3.26)

selanjutnya akan dicari ∂2LL(γ,β)
∂γ∂β

berdasarkan persamaan (3.15) yaitu

∂2LL(γ, β)

∂γ∂β
= −0, 3669 (3.27)

dan didapat ∂2LL(γ,β)
∂β∂γ

berdasarkan persamaan (3.16) yaitu

∂2LL(γ, β)

∂β∂γ
= −0, 3669 (3.28)

sehingga didapat matriks informasi sebagai berikut :

I(γ, β) =

 0, 27143 0, 3669

0, 3669 18, 4893


dan matriks kovarian

V̂ = I(γ, β)−1
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sehingga didapat

V̂ =

 3, 78579 −0, 07515

−0, 07515 0, 05558


Selanjutnya akan didapatkan interval konfidensi untuk γ. Oleh karena

itu, akan dicari nilai dari se(γ̂). Berdasarkan persamaan (3.17) nilai standard

error untuk γ̂ adalah

se(γ̂) = V̂
1
2

11

= 1, 945710532

≈ 1, 946

(3.29)

sehingga interval konfidensi untuk γ didapatkan dari pendekatan nilai pivot ber-

dasarkan persamaan (3.12), dengan taraf signifikansi 0,05. Berdasarkan per-

samaan (3.19) didapat

10, 435− 1, 96(1, 946) ≤ γ ≤ 10, 435 + 1, 96(1, 946)

sehingga diperoleh interval konfidensi untuk γ yaitu sebagai berikut :

9, 97244 ≤ γ ≤ 10, 89756

dan untuk mendapatkan interval konfidensi untuk β maka akan dicari nilai dari

se(β̂). Berdasarkan persamaan (3.18) nilai standard error untuk β̂ adalah sebagai
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berikut :

se(β̂) = V̂
1
2

22

= 0, 2357474037

≈ 0, 236

(3.30)

sehingga interval konfidensi untuk β didapatkan dari pendekatan nilai pivot ber-

dasarkan persamaan (3.13), dengan taraf signifikansi 0,05. Berdasarkan per-

samaan (3.20) didapat

1, 466− 1, 96(0, 236) ≤ β ≤ 1, 466 + 1, 96(0, 236)

sehingga diperoleh interval konfidensi untuk β yaitu sebagai berikut :

1, 00344 ≤ β ≤ 1, 92856

Selanjutnya akan didapat nilai fungsi survival seorang pasien yang di-

intepretasikan sebagai probabilitas seorang pasien dapat bertahan hidup setelah

melakukan operasi jantung pada waktu ke-t. Gambar 3.6 menunjukkan kurva

fungsi survival pada data kematian pasien setelah melakukan operasi jantung.

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada Gambar 3.6 dengan menggunakan

software MINITAB 14 diketahui bahwa pada awal pengamatan karena belum ada

pasien yang mengalami kematian maka probabilitas survival pada saat itu adalah

1, selanjutnya ketika periode pengamatan bertambah tanpa batas seiring dengan

kesembuhan pasien maka probabilitas survival akan menurun dan konstan pada

hari ke 250 yang berarti peluang hidup pasien konstan setelah hari ke 250 setelah

diberi perlakuan yang pada akhirnya tidak ada satu pasienpun yang akan bertahan
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Gambar 3.6: Kurva Fungsi Survival dari Data Kematian Pasien Setelah Operasi
Jantung

hidup pada hari yang tidak dapat ditentukan.

Selanjutnya akan dihitung probabilitas survival seorang pasien setelah

melakukan operasi jantung pada waktu ke-t menggunakan persamaan (2.16) yaitu

S(ti) =
1

1 +
[

ti
10,435

]1,466 (3.31)

kemudian akan dihitung nilai fungsi survival selama 10 hari dengan menggunakan

software MAPLE 13 yaitu

S(10) =
1

1 +
[

10
10,435

]1,466

S(10) = 0, 5156006686

≈ 0, 52

(3.32)
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Berdasarkan hasil S(10) pada persamaan (3.32) diketahui bahwa peluang seorang

pasien setelah melakukan operasi jantung dan dapat bertahan hingga hari ke-10

adalah sebesar 0,52 atau peluang seorang pasien dapat bertahan hidup selama 10

hari ialah sebesar 52 % yang berarti peluang hidup pasien cukup rendah.

Selanjutnya untuk mengetahui probabilitas kematian pada waktu ke-t

akan dihitung fungsi hazard yang diintepretasikan sebagai probabilitas kematian

pada waktu ke-t. Berdasarkan hasil yang diperoleh pada Gambar 3.7 dengan

menggunakan software MINITAB 14 diintepretasikan bahwa beberapa hari sete-

lah dilakukan operasi, resiko kematian pada pasien semakin meningkat hingga

mencapai puncak pada hari ke 13 namun setelah hari ke 13 seiring prosedur pasca

operasi berlangsung maka resiko kematian akan terus berkurang seiring dengan

kesembuhan pasien.

Gambar 3.7: Kurva Fungsi Hazard dari Data Kematian Pasien Setelah Operasi
Jantung
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Selanjutnya akan dihitung probabilitas kegagalan (kematian) seorang

pasien pada waktu ke-t menggunakan persamaan (2.17) yaitu

h(ti) =

[
1,466
10,435

] [
ti

10,435

]1,466−1

1 +
[

ti
10,435

]1,466 (3.33)

kemudian akan dihitung nilai fungsi hazard pada hari ke-10 hari yaitu

h(10) =

[
1,466
10,435

] [
10

10,435

]1,466−1

1 +
[

10
10,435

]1,466

h(10) = 0, 07101294198

≈ 0, 072

(3.34)

dan berdasarkan hasil h(10) pada persamaan (3.34) dapat diketahui peluang kega-

galan (kematian) seorang pasien setelah melakukan operasi pada hari ke-10 yaitu

sebesar 0,072 atau peluang kematian pada hari ke-10 adalah sebesar 7,2 % ini

berarti peluang kematian pasien cukuplah rendah setelah diberi perlakuan.

Sementara itu, untuk mengetahui probabilitas kematian seorang pasien

setelah melakukan operasi jantung dari awal pengamatan hingga hari ke-t dapat

dilihat pada Gambar 3.8 yang menyatakan grafik fungsi hazard kumulatif dengan

menggunakan software MINITAB 14.

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada Gambar 3.8 dapat diketahui bah-

wa pada awal pengamatan probabilitas kematian pasien adalah nol dimana pasien

belum mengalami kematian. Selanjutnya ketika pengamatan bertambah hingga

menuju hari ke 250, probabilitas kematian akan terus meningkat yang disebabkan

karena menurunnya daya tahan pasien. Oleh karena itu, pada akhir pengamatan

probabilitas kematian pasien adalah 100 % pada waktu yang tidak dapat diten-
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Gambar 3.8: Kurva Fungsi Hazard Kumulatif dari Data Kematian Pasien Setelah
Operasi Jantung

tukan.

Selanjutnya akan dihitung peluang kematian seorang pasien setelah melakukan

operasi jantung dari awal pengamatan hingga waktu ke-t berdasarkan persamaan

(2.21) yaitu

H(ti) = ln

∣∣∣∣1 + (
ti

10, 435
)1,466

∣∣∣∣ (3.35)

kemudian akan dihitung nilai fungsi hazard kumulatif dari awal pengamatan hing-

ga hari ke-10 yaitu

H(10) = ln|1 + (
10

0, 3660
)1,274|

H(10) = 0, 6624227111

≈ 0, 67

(3.36)
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dan berdasarkan hasil H(10) pada persamaan (3.36) dapat diketahui peluang kega-

galan (kematian) seorang pasien setelah melakukan operasi jantung dari awal

pengamatan hingga hari ke-10 yaitu sebesar 0,67 atau peluang kematian dari aw-

al pengamatan hingga hari ke-10 setelah diberi perlakuan berupa operasi jantung

ialah sebesar 67 % yang berarti peluang kematian dari awal pengamatan hingga

hari ke-10 cukup tinggi pada pasien setelah melakukan operasi jantung.

Berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan dengan menggunakan

software MAPLE 13 pada persamaan (3.32), (3.34), dan (3.36) maka didap-

at tabel probabilitas untuk seorang pasien yang telah diberi perlakuan berupa

operasi jantung dalam waktu 10 hari yaitu seperti berikut :

Tabel 3.1: Tabel Probabilitas Pasien Operasi Jantung

Probabilitas Percent
(%)

S(10) 52
h(10) 7,2
H(10) 67

Jadi berdasarkan tabel di atas dapat disimpulkan bahwa probabilitas

survival seorang pasien dapat bertahan hidup selama 10 hari S(10) adalah sebe-

sar 52 % yang berarti peluang hidup seorang pasien setelah melakukan operasi

cukup rendah, probabilitas kematian seorang pasien pada hari ke-10 h(10) adalah

sebesar 7,2 % yang berarti tingkat kematian pada pasien cukuplah rendah , dan

probabilitas kematian dari awal pengamatan berlangsung hingga hari ke-10 H(10)

adalah sebesar 67 % yang berarti tingkat kematian dari awal pengamatan hingga

hari ke-10 cukuplah tinggi.
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PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1. Model survival untuk data tersensor kanan menggunakan distribusi Log-

Logistik yaitu sebagai berikut :

L(γ, β) =
n!

(n− r)!

[
(
β

γ
)r

r∏
i=1

( ti
γ
)β−1

[1 + ( ti
γ
)β]2

][
1

1 + ( tr
γ
)β

]n−r

2. Metode maximum likelihood estimator (MLE) digunakan untuk mengesti-

masi parameter γ pada persamaan

−rβ̂

γ̂
+

(
2β̂

γ̂

)
r∑

i=1

[
1 +

(
1 +

(
ti
γ̂

))β̂
]−1(

ti
γ̂

)β̂

− (r − n)

1 +
(
1 +

(
tr
γ̂

))β̂

(
β̂

γ̂

)(
tr
γ̂

)β̂

= 0

dan parameter β pada persamaan

r

β̂
+

r∑
i=1

ln
ti
γ̂
− 2

r∑
i=1

[
1 +

(
ti
γ̂

)β̂
]−1(

ti
γ̂

)β̂

ln

(
ti
γ̂

)
+

(r − n)

1 +
(

tr
γ̂

)β̂

(
tr
γ̂

)β̂

ln

(
tr
γ̂

)
= 0

Oleh karena kedua persamaan tersebut terlalu sulit untuk diselesaikan secara

eksplisit maka diperlukan metode Newton-Raphson untuk mendapatkan ni-

lai estimasinya.

56
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3. Aplikasi analisis survival untuk data tersensor kanan menggunakan distri-

busi Log-Logistik diterapkan pada pasien yang mengalami kematian setelah

diberi perlakuan berupa operasi jantung dengan peluang hidup untuk seo-

rang pasien selama 10 hari adalah sebesar 52 %, peluang kematian seorang

pasien pada hari ke-10 ialah sebesar 7,2 %, dan peluang kematian dari awal

pengamatan hingga hari ke-10 ialah sebesar 67 %.

4.2 Saran

Skripsi ini membahas mengenai data survival untuk data tersensor kanan

menggunakan distribusi parametrik Log-Logistik pada contoh kasus pasien yang

mengalami kematian setelah diberi perlakuan berupa operasi jantung di salah

satu Rumah Sakit di Jakarta pada tahun 2014. Disarankan untuk menggunakan

data tersensor jenis lain seperti data tersensor kiri dengan menggunakan distribusi

parametrik lainnya seperti distribusi Weibull atau Eksponensial pada contoh kasus

yang berbeda pula.
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LAMPIRAN

LAMPIRAN 1

Tabel 4.1: DATA KEMATIAN PASIEN SETELAH DILAKUKAN OPERASI
JANTUNG DI SALAH SATU RUMAH SAKIT DI JAKARTA PADA TAHUN
2014

Pasien Waktu Kematian Sensor
(hari)

1 2 0
2 1 0
3 1 0
4 4 0
5 5 0
6 10 0
7 14 0
8 21 1
9 7 0
10 9 0
11 30 1
12 11 0
13 14 0
14 44 1
15 15 0
16 4 0
17 6 0
18 11 0
19 13 0
20 9 0
21 15 0
22 31 1
23 18 1
24 49 1
25 9 0

60



61

Pasien Waktu Kematian Sensor
(hari)

26 15 0
27 7 0
28 3 0
29 10 0
30 5 0
31 18 1
32 45 1
33 1 0
34 12 0
35 7 0
36 28 1
37 4 0
38 41 1
39 12 0
40 10 0

0 = sensor

1 = tidak tersensor
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LAMPIRAN 2
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LAMPIRAN 3
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