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ABSTRACT

DINA RACHMADANTI, 3125111196. Characterization and Enume-
ration In Graph DNA. Faculty of Mathematics and Natural Science
Jakarta State University. 2015.

Sequencing by hybridization is one methods to identify DNA sequences
by searching Euler path in a graph of DNA. Euler path in a graph of DNA cannot
be define as a unique path when there is an edge in a DNA graph which repeat
more than once. It means there is a repeatation of a fragmentsin DNA graph
which lead the reconstruction of more than one of different DNA sequence. DNA
graph is changed into a main pattern in order to characterize repetition which can
reconstruct more than one DNA sequence. Different pattern graph has the same
main pattern graph. Determining the number of pattern graph is a enumeration
problem for graph which can be solved by Polya’s Theorem . Therefore , in this
thesis will discuss about how to characterize the repeatation of DNA graph and
calculate the number of pattern graph with Polya’s Theorem .

Keywords : sequencing by hybridization, DNA graph, pattern graph, main pat-
tern graph, polya’s theorem.
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ABSTRAK

DINA RACHMADANTI, 3125111196. Karakterisasi dan Enumerasi
pada Graf DNA, Universitas Negeri Jakarta. 2015.

Salah satu metode untuk mengenali barisan DNA dengan mencari ja-
lur Euler pada graf DNA adalah Sequencing by hybridization. Jalur Euler pada
suatu graf DNA dikatakan belum tentu unik apabila terdapat busur pada graf
DNA yang dilewati lebih dari satu kali. Hal ini dapat diartikan bahwa terdapat
pengulangan fragmen pada graf DNA yang menyebabkan terbentuknya lebih dari
satu barisan DNA berbeda. Untuk mengkarakterisasikan pengulangan yang da-
pat menyebabkan terbentuknya lebih dari satu barisan DNA, graf DNA diubah
menjadi graf pola utama. Graf pola utama adalah penyederhanaan dari Graf
pola. Graf pola yang berbeda memiliki graf pola utama yang sama. Penentuan
banyaknya graf pola merupakan masalah enumerasi pada graf. Masalah enume-
rasi pada graf dapat diselesaikan dengan Teorema Polya. Oleh karena itu, skripsi
ini akan membahas bagaimana mengkarakterisasikan pengulangan pada graf DNA
dan menghitung banyaknya graf pola dengan Teorema Polya.

Kata kunci : sequencing by hybridization , graf DNA, graf pola, graf pola utama,
teorema polya .
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

DNA merupakan elemen terpenting dalam kehidupan. Hal tersebut di-

karenakan DNA menyimpan informasi genetik yang berguna untuk menentuk-

an struktur protein, pengaturan sel, mempelajari ekspresi suatu gen, identifikasi

genetik dan lain sebagainya. Oleh karena peranannya sangat penting, maka peng-

enalan suatu barisan DNA sangat diperlukan. Pengenalan suatu barisan DNA

bukan hal yang mudah karena barisan DNA sangatlah panjang misalnya DNA

manusia yang terdiri dari ratusan juta basa. Selain itu, potongan-potongan DNA

(fragmen) yang lengkap dapat diperoleh tetapi posisi potongan-potongan tersebut

tidak dapat langsung diketahui karena sifat kelengkapan yang dimiliki oleh DNA

(Jonathan, 2008). Terdapat metode yang telah dikembangkan untuk mengenali

barisan DNA yaitu Sequencing by Hybridization. Sequencing by Hybridization

adalah proses untuk mengenali barisan DNA dengan mencari dan melakukan pe-

nyusunan fragmen dengan aturan tertentu. Dalam metode ini dilakukan dua

tahap yaitu tahap biokimia dan tahap komputasi.

Pada tahap biokimia, dilakukan proses separasi dan ekstrasi pada jaring-

an. Kemudian diperoleh fragmen dengan ukuran tertentu. Himpunan dari setiap

fragmen disebut spektrum. Fragmen tersusun oleh empat jenis nukleotida yaitu :

Adenin (A), Guanine (G), Cytosyne (C), dan Thymine (T).
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Pada tahap komputasi, dilakukan pendekatan matematis untuk meng-

enali barisan DNA. Pendekatan ini dapat dilakukan dengan menggunakan teori

graf dengan cara membentuk suatu graf khusus yang menginterpretasikan keter-

kaitan antara fragmen yang telah diperoleh. Graf khusus tersebut biasa disebut

Graf de Bruijin atau Graf DNA. Barisan DNA dapat diperoleh dengan mencari

jalur Euler pada graf DNA. Jalur Euler merupakan cara menelusuri suatu graf

dengan mengunjungi semua busur tepat satu kali.

Dalam teori graf, jalur Euler dari suatu graf belum tentu unik. Jalur

Euler yang belum tentu unik terjadi apabila terdapat busur pada graf yang dile-

wati lebih dari satu kali. Hal ini berlaku pada graf DNA, yang berarti terdapat

pengulangan fragmen pada graf DNA yang menyebabkan terbentuknya lebih dari

satu barisan DNA berbeda. Graf DNA yang jalur Eulernya belum tentu unik da-

pat dikarakterisasikan menjadi graf pola utama. Mengkarakterisasikan graf DNA

menjadi graf pola utama berguna untuk memudahkan dalam mengidentifikasi ba-

risan DNA. Untuk memperoleh suatu graf pola utama, graf DNA disederhanakan

menjadi graf tereduksi. Selanjutnya graf tereduksi akan diubah menjadi graf pola

dan graf pola utama diperoleh dengan menyederhanakan graf pola.

Setiap barisan DNA memiliki graf pola utama yang sesuai dengan graf

DNA-nya. Graf pola utama berasal dari graf pola dengan jumlah tertentu. Un-

tuk menghitung banyaknya graf pola dapat diselesaikan menggunakan Teorema

Polya. Teorema Polya merupakan teorema yang digunakan untuk menyelesaikan

masalah enumerasi yang mempelajari pengaturan objek-objek yang berkisar pada

persoalan pencacahan atau klasifikasi dari suatu pengaturan.

Penelitian sebelumnya, Chang (2007) menerapkan metode sequencing by

hybridization untuk mengenali dan mengkarakterisasikan pola pengulangan pada

graf DNA menjadi graf pola utama. Sementara itu, Purnomo (2010) menerapkan
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Teorema Polya untuk menyelesaikan masalah enumerasi pada graf sederhana. Da-

lam tulisan ini akan dibahas kembali bagaimana cara mengkarakterisasikan graf

DNA menjadi graf pola utama dan mengaplikasikan Teorema Polya untuk menye-

lesaikan masalah enumerasi pada graf DNA yaitu untuk menghitung banyaknya

graf pola dari graf pola utama.

1.2 Permasalahan

Perumusan masalah yang akan dibahas adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana cara mengkarakterisasikan graf DNA menjadi graf pola utama?

2. Bagaimana menghitung banyaknya graf pola dari graf pola utama dengan

Teorema Polya?

1.3 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam penulisan ini adalah :

1. Graf DNA yang dibahas adalah graf DNA yang terdapat pengulangan fra-

gmen saat ditelusuri jalur Euler.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah :

1. Mendapatkan graf pola utama yang sesuai dengan graf DNA-nya.

2. Mengaplikasikan Teorema Polya dalam menghitung banyaknya graf pola.
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1.5 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari penulisan ini adalah memperoleh infor-

masi bagaimana penggunaan teori graf dalam bidang biomedik untuk mengenali

barisan DNA, bagaimana mengkarakterisasikan graf DNA, dan bagaimana peng-

gunaan Teorema Polya untuk menentukan banyaknya graf pola.

1.6 Metode Penelitian

Penulisan ini merupakan kajian teori dalam bidang matematika diskrit

dan aljabar abstrak yang didasarkan pada buku-buku dan jurnal-jurnal tentang

teori permasalahan di bidang biomedik. Referensi utama yang digunakan Hsun-

Wen Chang dan Tsai (2007) yaitu Characterizing The Reconstruction And Enu-

merating The Patterns Of DNA Sequences With Repeat.



BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Teori Graf

Definisi 2.1.1. (West, 1996)

Suatu graf G adalah pasangan (V,E) dengan V adalah himpunan tak kosong yang

anggotanya disebut simpul-simpul (vertex ), dan E adalah suatu himpunan (boleh

kosong) dari pasangan tak-terurut dari simpul-simpul yang berbeda pada V yang

disebut busur (edge).

Contoh 2.1.1. Pada Contoh dibawah graf G terdiri dari himpunan simpul V =

{A,B,C,D} dan himpunan sisi E = {e1, e2, e3, e4} dimana e1 = (A,B) = (B,A),

e2 = (B,C) = (C,B), e3 = (B,D) = (D,B), e4 = (A,D) = (D,A).

Gambar 2.1: Graf G

5
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Definisi 2.1.2. Adjacent dan Incidence (West, 1996)

Dua simpul v1 dan v2 dikatakan adjacent (bertetangga) jika dan hanya jika ter-

dapat busur e yang menghubungkan kedua simpul tersebut dan busur e dikatakan

incidence (hadir) pada v1 dan v2.

Contoh 2.1.2. Dalam graf pada Gambar 2.1 simpul A dan B bertetangga, simpul

e1 hadir pada simpul A dan B.

Matriks yang menyatakan hubungan antara simpul dalam sebuah graf

disebut matriks ketetanggaan. Elemen dalam suatu matriks ketetanggaan A,

yaitu aij menyatakan banyaknya busur yang menghubungkan vi dan vj, vεV .

Untuk lebih jelas perhatikan Gambar 2.1

Dari Gambar 2.1, diperoleh matriks ketetanggaan yaitu

A =


0 1 0 1

1 0 1 1

0 1 0 0

1 1 0 0


Definisi 2.1.3. Graf Berarah (West, 1996)

Suatu graf berarah atau digraph G mengandung sebuah himpunan simpul V (G)

dan sebuah himpunana busur berarah E(G), dimana setiap busur adalah ang-

gota dari V xV . Suatu busur berarah e yang mengandung simpul u ke simpul v

dinyatakan sebagai pasangan terurut (u, v).
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Gambar 2.2: Graf Berarah

Derajat dalam graf berarah dibagi menjadi 2, yaitu derajat masuk (in-

degree) dan derajat keluar (out-degree). Derajat masuk dari suatu simpul adalah

banyaknya kepala yang ada pada simpul tersebut, sedangkan derajat keluar dari

suatu simpul adalah banyaknya ekor yang ada pada simpul tersebut. Notasi d(v)

menyatakan derajat (banyaknya busur yang hadir) pada simpul v.

Contoh 2.1.3. Pada Gambar 2.2 menunjukkan sebuah graf berarah terdiri dari 4

simpul (A,B,C,D) dan 4 busur (e1, e2, e3, e4). Simpul A memiliki derajat masuk

sebanyak 0, dan derajat keluar sebanyak 2. Busur berarah e1 memiliki kepala

yaitu simpul B dan ekor simpul A.

Definisi 2.1.4. Jalur Euler (Wilson, 1996)

Misalkan G(V,E) adalah suatu graf. Suatu jalur yang melewati semua busur di

G tepat satu kali disebut Jalur Euler. Graf yang memiliki jalur euler disebut graf

euler.

Contoh 2.1.4. Graf yang ditunjukkan pada Gambar 2.1 merupakan graf sederha-
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na tidak berarah yang memiliki tiga jalur euler yaitu {C, e2, B, e1, A, e4, D, e3, B},

{B, e3, D, e4, A, e1, B, e2, C} dan {B, e1, A, e4, D, e3, B, e2, C}.

2.1.1 Graf de Bruijn atau Graf DNA

Dalam teori graf, suatu graf de Bruijn berdimensi n dari m simbol adalah suatu

graf berarah yang merepresentasikan tumpang-tindih antara barisan simbol. Graf

de Bruijn memiliki mn simpul, termasuk semua barisan dengan panjang n yang

mungkin dari simbol yang diberikan, simbol yang sama dapat muncul beberapa

kali dalam barisan. Jika terdapat m simbol s1, s2, ..., sm maka himpunan simpul-

nya adalah: V : {(s1, ..., s1, s1), (s1, ..., s1, s2), ..., (s1, ..., s1, sm), (s1, ..., s2, s1),

..., (sm, ..., sm, sm)}

Jika salah satu simpul dapat diekspresikan dengan menggeser semua sim-

bol dengan simbol paling kiri dan menambahkan simbol baru pada akhir dari

simpul lain. Jadi himpunan busur berarahnya adalah:

E : {((V1, V2, ..., Vn), (W1,W2, ...,Wn)) : V2 = W1, V3 = W2, ..., Vn = Wn−1}

Dalam kasus pembentukan graf DNA maka konsep berikut dapat diguna-

kan.

Misalkan diberikan l-spektrum yang diperoleh dari hasil ekstrasi jaring-

an. Proses pembentukan graf DNA dilakukan sebagai berikut. Semua fragmen

yang ada pada l-spektrum direpresentasikan dengan busur berarah. Busur bera-

rah x dan y bertetangga jika l− 1 fragmen paling kanan dari label busur berarah

x sama dengan l − 1 fragmen paling kiri label busur berarah y.
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2.2 Sequencing by Hybridization

Tubuh manusia tersusun dari molekul-molekul DNA (deoxyribonucleice-

cid). DNA merupakan asam nukleat yang berisi instruksi genetik yang digunakan

dalam perkembangan semua makhluk hidup. Peran utama DNA adalah penyim-

panan informasi gentik. DNA adalah suatu untai ganda dimana untainya merupa-

kan barisan dari empat nukleotida yaitu Adenin, Guanin, Citosinin, dan Tinin.

Barisan DNA tidak muda dikenali. Hal ini dikarenakan barisan DNA

merupakan barisan yang sangat panjang yang terdiri dari ratusan juta basa. Di-

butuhkan suatu metode untuk mengenali barisan DNA. Salah satu metode yang

digunakan adalah metode Sequencing by Hybridization yang pertama kali diper-

kenalkan tahun 1988 (Chang, 2007). Sequencing by Hybridization adalah proses

untuk mengenali barisan DNA. Terdapat dua tahapan yang digunakan dalam

metode ini, yaitu tahapan biokmia dan tahapan komputasi.

Pada tahap biokimia, dilakukan proses separasi dan ekstrasi pada jaring-

an. Kemudian diperoleh fragmen DNA dengan ukuran tertentu, dimana himpun-

an dari setiap fragmen DNA disebut spektrum. Sedangkan pada tahap komputa-

si, dilakukan pendekatan matematis untuk mengenali barisan DNA dari fragmen

yang dihasilkan pada tahap biokimia. Pendekatan ini dapat dilakukan dengan

menggunakan teori graf dengan cara membentuk suatu graf khusus yaitu Graf de

Bruijin atau Graf DNA. Barisan DNA tersebut dapat diperoleh dengan mencari

jalur Euler pada graf DNA.

Berikut adalah proses pembentukkan graf DNA:

1. Melalui tahap biokimia diperoleh spektrum dengan fragmen sebagai berikut

S: { CATA, ATAG, TAGG, AGGA, GGAT, GATA, TAGA, AGAA, GAAT,

AATA, TAGT }.
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2. Selanjutnya, tahap komputasi akan dibentuk graf DNA. Adapun langkahnya

sebagai berikut:

(a) Tentukan semua kemungkinan simpul yang digunakan yaitu 4n, dimana

4 adalah nukleotida penyusun DNA dan n adalah kemungkinan dari

suatu panjang spektrum. Karena pada contoh kasus ini panjang spek-

trum yang digunakan adalah 3, maka jumlah simpulnya 4n = 43 = 64,

yaitu P = {AAA,AAT, ..., CCC}. Perhatikan Gambar 2.3

(b) Lalu periksa antar dua simpul. Apabila dua simpul tersebut memben-

tuk potongan fragmen yang urutan basanya ekuivalen dengan anggota

spektrum, maka hubungkan dua simpul tersebut dengan graf bera-

rah. Misalkan, simpul CAT dan simpul ATA yang apabila dihubungkan

membentuk CATA yang merupakan anggota dari himpunan spektrum.

Perhatikan Gambar 2.4.

Untuk memudahkan dalam proses pembentukan graf DNA konsep yang

telah dibahas pada Subbab 2.1.1 dapat diterapkan, yaitu: Busur bera-

rah x dan y bertetangga jika l−1 fragmen paling kanan dari label busur

berarah x sama dengan l− 1 fragmen paling kiri label busur berarah y.

(c) Lakukan langkah serupa hingga seluruh potongan fragmen yang ada di

himpunan S saling terhubung. Buanglah simpul yang tidak digunakan.

Perhatikan Gambar 2.5

(d) Setelah dihasilkan graf DNA dimana busur pada graf menginterpre-

tasikan fragmen DNA, langkah selanjutnya adalah menentukan jalur

Euler untuk memperoleh barisan DNA. Namun jalur Euler pada graf

DNA Gambar 2.5 tidak unik karena saat melakukan penelusuran se-

mua busur untuk membentuk barisan DNA terdapat busur ATAG yang
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dilewati 3 kali. Artinya, terdapat beberapa kemungkinan barisan DNA

dapat terbentuk.

Untuk memudahkan dalam proses identifikasi barisan DNA, pengulang-

an busur pada graf DNA dapat dikarakterisasikan menjadi graf pola utama. Graf

pola utama diperoleh dengan menyederhanakan graf DNA menjadi graf tereduksi.

Selanjutnya diubah menjadi graf pola dan disederhanakan menjadi graf pola uta-

ma. Proses tersebut akan dijelaskan pada bab selanjutnya.

Gambar 2.3: Kemungkinan Simpul
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Gambar 2.4: Simpul Dihubungkan dengan Graf Berarah
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Gambar 2.5: Graf DNA
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2.3 Struktur Aljabar

2.3.1 Grup

Operasi biner ∗ pada himpunan S adalah aturan yang mengawankan se-

tiap pasangan terurut (a, b)εSxS dengan tepat satu elemen di S. Suatu himpunan

berhingga jika dikenakan operasi biner padanya dan memenuhi syarat-syarat ter-

tentu akan membentuk suatu grup.

Definisi 2.3.1. Grup

Suatu himpunan G beserta operasi binernya, ∗, disebut grup jika dan hanya jika

memenuhi kondisi:

1. G tertutup terhadap operasi ∗ , yaitu x , y ε G ⇒ (x ∗ y) ε G.

2. Operasi biner ∗ bersifat asosiatif, yaitu (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ∀ x, y, z ε G

3. ∃ e ε G � e ∗ x = x ∗ e ∀ x ε G Elemen e disebut identitas dari G

4. ∀ x ε G, ∃ x−1 εG dimana x−1 ∗ x = x ∗ x−1 = e (setiap elemen di G

mempunyai invers

Contoh 2.3.1. Himpunan bilangan bulat (Z) akan membentuk grup terhadap

operasi penjumlahan, disimbolkan < Z,+ >. Elemen netral grup tersebut adalah

0 dan invers dari a adalah a untuk setiap aεZ.

Sebuah himpunan pastilah mempunyai himpunan bagian, paling tidak

himpunan kosong. Himpunan bagian dari suatu grup dapat membentuk grup

apabila diberikan operasi yang sama dengan grupnya masih memenuhi sifat-sifat

grup.
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Definisi 2.3.2. Subgrup

Jika G grup dan H ⊂ G maka H dinamakan subgrup apabila H merupakan grup

terhadap operasi yang didefinisikan pada G,

2.3.2 Grup Permutasi

Suatu fungsi dari himpunan A ke B adalah aturan yang mengawankan setiap

anggota aεA tepat satu anggota bεB. Ada tiga sifat dalam fungsi, yaitu injektif,

surjektif, dan bijektif.

Definisi 2.3.3. Permutasi

Suatu permutasi di himpunan A adalah sebuah fungsi satu-satu pada (bijektif)

dari A ke A.

Contoh 2.3.2. Misalkan A = {1, 2, 3}. Salah satu permutasi dari A adalah

α =

 1 2 3

1 2 3


Artinya fungsi α memetakan elemen 1 ke 1, elemen 2 ke 2, dan elemen 3

ke 3.

Di atas telah dijelaskan bahwa grup terbentuk dari suatu himpunan yang

apabila diberikan suatu operasi biner kepadanya memenuhi syarat-syarat grup.

Tak terkecuali himpunan yang anggota-anggotanya merupakan fungsi dari A ke

B juga dapat membentuk grup.

Definisi 2.3.4. Grup Simetris

Misalkan A suatu himpunan hingga. Grup yang beranggotakan semua permutasi

dari A dinamakan grup simetris dan disimbolkan dengan Sn. Grup simetri Sn

memuat elemen sebanyak n!
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Contoh 2.3.3. Akan dibuktikan bahwa himpunan S3 terhadap operasi komposisi

merupakan grup simetri.

Berikut adalah permutasi-permutasi dari himpunan X = {1, 2, 3}:

Gambar 2.6: Permutasi dari himpunan X

Sehingga S3 = {α, β, γ, ε, σ, θ}. Operasi yang didefinisikan pada S3 ada-

lah komposisi. Hasil operasi keenam operasi permutasi tersebut dapat disajikan

pada Gambar 2.7 :

Gambar 2.7: Operasi komposisi permutasi

1. Dari Gambar 2.7 terlihat untuk sebarang x, yεS3 mengakibatkan x ◦ yεS3.

Jadi sifat tertutup terpenuhi.

2. Dari Gambar 2.7 terlihat untuk sebarang x, y, zεS3 berlaku (x ◦ y) ◦ z =

x ◦ (y ◦ z). Jadi sifat asosiatif terpenuhi.
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3. Ambil sebarang xεS3. Jelas αεS3. Dari Gambar 2.7 terlihat x◦α = α◦x = x.

Jadi α merupakan elemen netral di S3.

4. Dari Gambar 2.7 jelas terlihat α ◦ α = α, β ◦ β = α, γ ◦ γ = α, ε ◦ θ = α,

σ ◦ σ = α, dan θ ◦ ε = α. Jelas ∀xεS3 terdapat x−1εS3 sehingga x ◦ x−1 =

x−1 ◦ x = α. Jelas ∀xεS3 mempunyai invers di S3.

Dari 1-4 disimpulkan < S3, ◦ > grup simetri.

Suatu permutasi kadang memetakan semua anggotanya ke anggota yang

identik terlihat pada Contoh 2.3.3. Tetapi ada juga yang hanya memetakan ke

beberapa anggota yang identik. Permutasi-permutasi semacam itu dalam suatu

grup mempunyai kedudukan yang penting, seperti terlihat pada definisi di bawah

ini.

Definisi 2.3.5. Orbit, Penstabilan, dan Karakter Permutasi

Apabila G adalah subgrup dari grup simetri Sn dan untuk xεX, maka:

1. Gx = {g(x) : gεG} yaitu himpunan semua bayangan elemen xεX oleh

permutasi g di G. Gx disebut orbit x terhadap G.

2. Gx = {gεG : g(x) = x} adalah himpunan semua permutasi di G yang

mengakibatkan x sebagai titik tetap. Himpunan Gx disebut penstabil x di

G.

3. F (g) = {zεX : g(z) = z} adalah himpunan semua titik-titik tetap dari

permutasi gεG. Himpunan F (g) disebut karakter permutasi g di himpunan

X.

Contoh 2.3.4. Misal X = {1, 2, 3} dan G = {α, ε, θ} subgrup dari S3. Orbit x

terhadap G, penstabil x di G, dan karakter permutasi g di himpunan X sebagai

berikut.
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1. Orbit x terhadap G yaitu Gx = {g(x) : gεG}

Orbit 1 terhadap G:

G1 = {g(1) : gεG} = {α(1), ε(1), θ(1)} = {1, 3, 2}

Orbit 2 terhadap G:

G2 = {g(2) : gεG} = {α(2), ε(2), θ(2)} = {2, 1, 3}

Orbit 3 terhadap G:

G3 = {g(3) : gεG} = {α(3), ε(3), θ(3)} = {3, 2, 1}

2. Penstabil x di G yaitu Gx = {gεG : g(x) = x}

Penstabil 1 di G:

G1 = {gεG : g(1) = 1} = {α}

Penstabil 2 di G:

G2 = {gεG : g(2) = 2} = {α}

Penstabil 3 di G:

G3 = {gεG : g(3) = 3} = {α}



19

3. Karakter permutasi g di himpunan X yaitu F (g) = {zεX : g(z) = z}

Karakter permutasi α di himpunan X:

F (α) = {zεx : α(z) = z} = {1, 2, 3}

Karakter permutasi ε di himpunan X:

F (ε) = {zεx : ε(z) = z} = {}

Karakter permutasi θ di himpunan X:

F (θ) = {zεx : θ(z) = z} = {}

Dari contoh di atas jelas terlihat bahwa setiap elemen netral dari suatu

subgrup permutasi merupakan penstabil pada grup tersebut.

Grup-grup yang terbentuk dari suatu himpunan pastilah mempunyai

anggota. Banyaknya anggota dari grup tersebut ada yang hingga, tetapi ada

juga yang tak hingga. Sebagai contoh < Z,+ > adalah grup yang banyak ang-

gotanya tak hingga, sedangkan < S3, ◦ > adalah grup yang banyak anggotanya

hingga.

Definisi 2.3.6. Grup Berhingga

Grup G disebut grup berhingga jika memiliki sejumlah berhingga anggota. Ba-

nyaknya anggota dalam grup G disebut order G dan disimbolkan dengan |G|.

Contoh 2.3.5. Grup simetri S3 merupakan grup berhingga. Sebab banyak ang-

gota atau order dari S3 adalah |S3| = 6.
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2.3.3 Koset dan Teorema Lagrage

Pemahaman mengenai koset diperlukan untuk mengkaji keterkaitan antara orde

suatu grup dengan orde subgrupnya. Keterkaitan itu kemudian dinyatakan dalam

sebuah teorema, yaitu Teorema Lagrage.

Definisi 2.3.7. Koset

Jika H adalah subgrup dari grup G dan g adalah anggota G maka: gH = {gh :

hεH} disebut koset kiri H terhadap g dan Hg = {hg : hεH} disebut koset kanan

H terhadap g.

Contoh 2.3.6. Misalkan H = {α, ε, θ} dan < H, ◦ >, subgrup dari G =<3, ◦ >.

Koset kiri dan kanan H terhadap G yaitu

1. Koset kiri H terhadap G

αH = {α, ε, θ} = εH = θH

βH = {β, σ, γ} = σH = γH

2. Koset kanan H terhadap G

Hα = {α, ε, θ} = Hε = Hθ

Hβ = {β, σ, γ} = Hσ = Hγ

Jadi banyaknya koset kiri dan kanan adalah dua.

Dari Contoh 2.3.6 terlihat bahwa sebuah grup akan dipartisi menjadi

koset-koset kiri (kanan) dari subgrupnya.
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Definisi 2.3.8. Kelas

Kumpulan dari himpunan koset kiri (kanan) H yang berbeda dari grup G akan

membentuk partisi grup G, yaitu:

1. Setiap anggota G akan berada paling sedikit pada satu koset kiri (kanan)

H.

2. Dua koset kiri (kanan) yang berbeda tidak memiliki anggota yang sama.

Partisi yang mempunyai sifat seperti ini disebut kelas.

Contoh 2.3.7. Perhatikan Contoh 2.3.6 koset kiri dan kanan yang terbentuk

yaitu:

1. Koset kiri H terhadap G

αH = {α, ε, θ} = εH = θH

βH = {β, σ, γ} = σH = γH

2. Koset kanan H terhadap G

Hα = {α, ε, θ} = Hε = Hθ

Hβ = {β, σ, γ} = Hσ = Hγ

Sehingga kelas-kelasnya adalah αH dan βH

Sebelum memahami Teorema Lagrage terlebih dahulu dipahami tentang

Hukum Kanselasi Kiri dan Kardinalitas suatu himpunan, sebagaiman tercantum

pada teorema di bawah ini.
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Teorema 2.3.1. Hukum Kanselasi Kiri

Misalkan< G, ∗ > grup dan a, b, cεG. Hukum Kanselasi Kiri adalah jika a∗b = a∗c

maka b = c.

Bukti. Ambil sebarang a, b, cεG dengan a ∗ b = a ∗ c. Jelas karena G grup maka

terdapat a−1εg sehingga a−1 ∗ a = e. Diperoleh

a ∗ b = a ∗ c ⇔ a−1 ∗ (a ∗ b) = a−1 ∗ (a ∗ b)

⇔ (a−1 ∗ a) ∗ b = (a−1 ∗ a) ∗ c

⇔ e ∗ b = e ∗ c

⇔ b = c

Jadi terbukti jika a ∗ b = a ∗ c maka b = c dan Hukum Kanselasi Kiri berlaku

pada grup.

Teorema 2.3.2. Kardinalitas

Jika H adalah subgrup dari grup G dan |H| = k maka setiap koset kiri (kanan)

H memiliki kardinalitas k.

Bukti. Buat pemetaan ϕ : H → gH dengan ϕ(h) = gh,∀hεH dan gεG. Akan

ditunjukkan ϕ bijektif.

1. Ambil sembarang h1, h2εH dengan ϕ(h1) = ϕ(h2). Maka gh1 = gh2. Ber-

dasarkan hukum kanselasi kiri diperoleh h1 = h2. Jadi jika ϕ(h1) = ϕ(h2)

maka h1 = h2 sehingga ϕ injektif.

2. Ambil sebarang yεgH. Maka y = gh0 untuk suatu h0εH. Pilih x = h0.

Diperoleh ϕ(x) = ϕ(h0) = gh0 = y
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Jadi ∀yεgH terdapat xεH dengan ϕ(x) = y sehingga ϕ surjektif. Berdasarkan

1 dan 2 dapat disimpulkan bahwa ϕ bijektif sehingga H dan gH mempunyai

elemen yang sama banyak. Sehingga jika |H| = k maka |gH| = k untuk setiap

gεG. Jadi setiap koset kiri H memiliki kardinalitas yang sama. Dengan cara

yang serupa dapat ditunjukkan bahwa H juga mempunyai elemen yang sama

banyaknya dengan Hg untuk setiap gεG.

Contoh 2.3.8. Perhatikan Contoh 2.3.6. Jelas |H| = 3 dan |αH| = |βH| =

|Hα| = |Hβ| = 3. Jadi setiap koset kiri dan kanan H memiliki kardinalitas 3.

Teorema 2.3.3. Lagrage

Order grup berhingga dapat dibagi oleh order sembarang subgrupnya.

Bukti. Misal H ⊂ G dengan |G| = n dan |H| = m. Akan ditunjukkan m|n.

Karena G berhingga maka terdapat sejumlah berhingga koset kiri dari H, na-

makan g1H, g2h, ..., grH. Berdasarkan Teorema Kardinalitas |g1H| = |g2H| =

... = |grH| = m. Karena giH untuk i = 1, 2, ..., r membentuk partisi pada G

maka

|g1H|+ |g2H|+ ...+ |grH| = n ⇔ m+m+ ...+m = n

⇔ rm = n

Jadi m|n.

Jadi order grup berhingga dapat dibagi oleh order sembarang grup ba-

giannya.

Contoh 2.3.9. Misalkan < H, ◦ > subgrup < S3, ◦ > dengan S3 = G =

{α, β, γ, ε, σ, θ} dan H = {α, ε, θ}.
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Jelas|G| = 6 dan |H| = 3.

Sehingga |G||H = 6
3

= 2.

Jadi order G dapat dibagi dengan order H.

2.3.4 Grup Aksi

Grup dapat diterapkan pada himpunan. Hal tersebut bergantung dari operasi

biner yang membangun grup tersebut. Selanjutnya akan didefinisikan sebuah

operasi biner yang mengawankan dua elemen menggunakan Cartesian Product.

Didefinisikan pemetaan ∗ : AXB → C dengan operasi biner ∗: a ∗ b = c

untuk aεA, bεB, dan cεC.

Ini berarti sebarang elemen aεA dipasangkan dengan elemen bεB akan

menghasilkan elemen cεC. Sekarang pandang A = G,B = X, dan C = X dimana

G adalah grup dan X adalah himpunan. Diperoleh pemetaan ∗ : G × X → X

dengan operasi biner ∗: g ∗ x = y untuk gεG dan x, yεX.

Definisi 2.3.9. Grup Aksi

Misalkan X adalah suatu himpunan dan G adalah grup. Aksi dari G pada X

(grup G yang beraksi pada X) adalah pemetaan ∗ : G×X → X dengan g ∗ x =

y ⇔ gx = y untuk gεG dan x, yεX, yang memenuhi:

1. e(x) = x untuk semua xεX.

2. (g1g2)(x) = g1(g2(x)) untuk semua xεX dan semua g1, g2εG.

Jika memenuhi syarat diatas, X disebut G− Set.

Contoh 2.3.10. Misalkan himpunan X = {1, 2, 3} dan H = {α, ε, θ} grup. Akan

ditunjukkan bahwa X adalah H − set

Buat pemetaan ∗ : H ×X → X, dengan hx = y untuk hεH dan x, y, εX
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1. Ambil sebarang xεX.

Jelas αεH dan α(x) = x untuk setiap xεX.

Jadi ∀xεX terdapat e = αεH yang sifat e(x) = α(x) = x.

2. Ambil sebarang xεX.

Karena H adalah grup yang terbentuk dari operasi komposisi maka untuk

setiap f, gεH berlaku: (fg)(x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x)).

Jadi untuk setiap xεX dan f, gεH berlaku (fg)(x) = f(g(x)).

Dari (1) dan (2) dapat disimpulkan X adalah H − Set.

2.3.5 Burnside Lemma

Burnside lemma adalah suatu lemma yang mendasari suatu jenis teknik perhi-

tungan kombinatorik yang bernama Polya Enumeration. Untuk lebih memahami

Burnside Lemma terlebih dahulu akan dijelaskan tentang teorema penstabil dan

teorema orbit-penstabil.

Teorema 2.3.4. Gx subgrup G

Jika X adalah G− Set maka Gx adalah subgrup dari G untuk setiap xεX.

Bukti. Jelas Gx ⊂ G. Ambil sembarang xεX dan g1, g2, g3εGx.

1. Karena g1, g2εGx maka g1(x) = x dan g2(x) = x. Akibatnya (g1g2)(x) =

g1(g2(x)) = g1(x) = x. Jadi g1g2εGx sehingga Gx tertutup terhadap operasi

biner atas G.

2. Jelas e(x) = x sehingga eεGx. Jadi Gx mempunyai elemen netral yaitu e.
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3. Ambil sembarang gεGx. Jika gεGx maka g(x) = x. Sehingga x = e(x) =

(g−1g)(x) = g−1(g(x)) = g−1(x). Akibatnya g−1εGx. Jadi ∀gεGx terdapat

g−1εGx sehingga g−1g = e.

4. Jelas g1(g2g)(x) = g1k(x) = g1(k(x)) = g1(x) = x dan (g1g2)g3(x) =

lg3(x) = l(g3(x)) = l(x) = x. Jadi g1(g2g3)(x) = (g1g2)g3(x).

Dari 1, 2, 3, 4 disimpulkan Gx subgrup G.

Teorema 2.3.5. Orbit-Penstabil

Jika X adalah G− Set dan xεX maka :

1. ∀xεX. (Teorema Orbit-Penstabil)

|Gx|.|Gx| = |G|

⇔ |Gx| =
|G|
Gx

2.
∑

xεX |Gx| =
∑

gεG |F (g)|

Bukti. 1. Ide utama dari Teorema Orbit-Penstabil adalah, apabila satu elemen

pada Gx dapat dipetakan tepat satu elemen pada G
Gx

, atau dengan kata

lain ditunjukkan pemetaan ∗ : Gx → G
Gx

adalah pemetaan bijektif. Buat

pemetaan ϕ : Gx → G
Gx

. Misalkan r = |G|
|Gx| . Berdasarkan Teorema 2.3.4

diperoleh Gx subgrup G. Berdasarkan Teorema Kardinalitas juga diperoleh

|Gx| = |gGx|, ∀gεG. Sehingga

|G|
|Gx|

= r =
|G|
|gGx|

Jelas
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|G|
|gGx

| = r ⇔ |G| = r.|gGx|

⇔ |G| = |g1Gx|+ |g2Gx|+ |g3Gx|+ ...+ |grGx|

Jadi r adalah banyaknya koset kiri Gx terhadap G, sehingga pemetaannya

sekarang menjadi ψ : Gx → Y dengan Y = {g1Gx, g2Gx, g3Gx, ..., grGx}.

Ambil x1εGx. Karena x1εGx maka terdapat g1εG sehingga g1x = x1. Dide-

finisikan ψ(x1) sebagai koset kiri g1Gx dari Gx, ψ(x1) = g1Gx. Akan ditun-

jukkan peta ψ terdefinisi dengan baik (well-defined), artinya g1Gx tunggal.

Andaikan g
′
1 = x1. Ditunjukkan g1Gx = g

′
1Gx. Jelas g1x = g

′
1x. Karena

g1εG dan G grup maka terdapat g−11 εG sehingga

g1x = g
′

1x ⇔ g−11 (g1x) = g−11 (g
′

1x)

⇔ (g−11 g1)x = (g−11 g
′

1)x

⇔ ex = (g−11 g
′

1)x

⇔ x = (g−11 g
′

1)x

Akibatnya g−11 g
′
1εGx. Sehingga

g1(g
−1
1 g

′

1) = (g1g
−1
1 )g′1

= eg′1

= g′1εg1Gx

Karena g′1εg1Gx maka g1Gx = g′1Gx. Jadi pemetaan ψ terdefinisi dengan

baik (well-defined). Buat pemetaan ψ : Gx → Y dengan ψ(xi) = giGx.
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Ditunjukkan ψ bijektif.

• Ambil sembarang x1, x2εGx dengan ψ(x1) = ψ(x2). Karena x1, x2εGx

maka terdapat g1, g2εG yang memenuhi x1 = g1x dan x2 = g2x. Jelas

ψ(x1) = ψ(x2)⇔ g1Gx = g2Gx sehingga g2εg1Gx. Akibatnya g2 = g1g

untuk suatu gεGx. Sehingga x2 = g2x = (g1g)x = g1(gx) = g1x = x1.

Jadi apabila ψ(x1) = ψ(x2) maka x1 = x2 sehingga ψ injektif.

• Ambil sembarang yεY . Ini berarti y = giGx untuk suatu giεG. Jelas

gix = xiεGx. Pilih x = xi. Diperoleh ψ(x) = ψ(xi) = giGx = y. Jadi

∀yεgiGx terdapat xεGx dengan ψ(x) = y sehingga surjektif.

Dapat disimpulkan bahwa ψ pemetaan yang bijektif. Jadi,

|Gx| = |Y | ⇔ |Gx| = r

⇔ |Gx| = |G|
|gGx|

⇔ |Gx| = |G|
|Gx|

2. Diketahui Gx : {gεG : g(x) = x} dan F (g) = {xεX : g(x) = x}. Perhatikan

pasangan (g, x) dengan g(x) = x, dimana banyaknya pasangan tersebut

adalah sebanyak N buah. Jelas pasangan (g, x) ditentukan oleh g dan x.

Karena ditentukan oleh g maka untuk setiap gεG terdapat |F (g)| pasangan.

Sehingga

∑
xεX

|F (g)| = N

Karena ditentukan juga oleh x, maka untuk setiap xεX terdapat |Gx| pa-
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sangan. Sehingga

∑
xεX

|Gx| = N

Akibatnya

∑
gεG

|F (g)| = N =
∑
xεX

|Gx|

Jadi,

∑
gεG

|F (g)| =
∑
xεX

|Gx|

Contoh 2.3.11. Misalkan X = {1, 2, 3} dan < G, ◦ > subgrup < S3, ◦ > dengan

G = {α, ε, θ}.

1. Untuk x = 1, jelas

|G1| = |{g(1) : gεG}| = |{1, 3, 2}| = 3

|G1| = |{gεG : g(1) = 1}| = |{α}| = 1

|G| = 3

Sehingga |G1|.|G1| = 3.1 = 3 : |G|
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Untuk x = 2, jelas

|G2| = |{g(2) : gεG}| = |{2, 1, 3}| = 3

|G2| = |{gεG : g(2) = 2}| = |{α}| = 1

|G| = 3

Sehingga |G2|.|G2| = 3.1 = 3 : |G|

Untuk x = 3, jelas

|G3| = |{g(3) : gεG}| = |{3, 2, 1}| = 3

|G3| = |{gεG : g(3) = 3}| = |{α}| = 1

|G| = 3

Sehingga |G3|.|G3| = 3.1 = 3 : |G|

Jadi, ∀xεX berlaku |Gx|.|Gx| = |G|

2. Jelas,
∑

xεX |Gx| = |G1|+ |G2|+ |G3| = 1 + 1 + 1 = 3∑
gεG |F (g)| = |F (α)|+ |F (ε)|+ |F (θ)| = 3 + 0 + 0 = 3

Sehingga
∑

xεX |Gx| = 3 =
∑

gεG |F (g)|

Jadi
∑

xεX |Gx| =
∑

gεG |F (g)|

Burnside Lemma sendiri sebenarnya menjelaskan tentang hubungan an-

tara orbit suatu himpunan dengan grup yang beraksi padanya.

Teorema 2.3.6. Burnside Lemma

Misal G adalah grup permutasi yang beraksi pada X dengan G dan X adalah



31

hingga. Jika k adalah banyaknya orbit di X pada G, maka:

k.|G| =
∑
gεG

|F (g)|

⇔ =
1

|G|
∑
gεG

|F (g)|

Bukti. Dari Teorema 2.3.5 Orbit-Penstabil diketahui ∀xεX, |Gx| · |Gx| = |G|,

⇔ |Gx| =
|G|
|Gx|

⇔
∑
xεX

|Gx| =
∑
xεX

|G|
|Gx|

⇔
∑
xεX

|Gx| = |G|
∑
xεX

1

|Gx|
(2.1)

dan

⇔
∑
xεX

|Gx| =
∑
gεG

|F (g)| (2.2)

Dari persamaan (2.1) dan (2.2) diperoleh

∑
gεG

|F (g)| = |G|
∑
xεX

1

|Gx|

Misalkan k =
∑

xεX
1
|Gx| , maka

∑
gεG

|F (g)| = |G| · k ⇔ k =
1

|G|
∑
gεG

|F (g)|
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Jadi banyaknya orbit di X terhadap G adalah

k =
1

|G|
∑
gεG

|F (g)|

Contoh 2.3.12. Misalkan G = {α, ε, θ} grup yang beraksi pada X = {1, 2, 3}.

Jelas |G| = 3 dan

∑
gεG

|F (g)| = |F (α)|+ |F (ε)|+ |F (θ)|

= 3 + 0 + 0

= 3

Jadi banyaknya orbit di X terhadap G adalah

k =
1

|G|
∑
gεG

|F (g)| = 1

3
.3 = 1

2.3.6 Cycle Index

Cycle adalah daftar atau urutan angka-angka yang berada dalam tanda

kurung, yang dipisahkan oleh koma atau spasi. Dalam suatu permutasi, cycle

terbentuk dari orbit yang dihasilkan dari permutasi tersebut. Di dalam cycle

urutan sangat diperhatikan, beda halnya dengan orbit. Sebagai contoh orbit

{134} = orbit {143} = orbit {341} dan seterusnya. Tetapi, untuk cycle (134) 6=

cycle (341) 6= cycle (413) 6=. Definisi cycle diberikan sebagai berikut

Definisi 2.3.10. Cycle

Suatu permutasi σεSn dinamakan cycle (untai) apabila σ paling banyak mempu-
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nyai satu orbit yang memuat elemen lebih dari satu. Panjang cycle(m) didefini-

sikan sebagai banyaknya elemen dalam orbit terbesar.

Contoh 2.3.13. Contoh permutasi:

α =

 1 2 3

1 2 3



β =

 1 2 3

1 3 2



θ =

 1 2 3

2 3 1


Orbit dari α adalah {1}, {2}, {3}

Orbit dari β adalah {1}, {32}

Orbit dari θ adalah {123}

Karena α, β, θ paling banyak mempunyai satu orbit yang memuat lebih

dari satu elemen maka α, β, θ merupakan cycle. Disimbolkan α = (1), β = (32),

dan θ = (123). Sedangkan panjang cycle α = 1, β = 2, dan θ = 3.

Cycle-cycle yang terbentuk ini pastilah mempunyai panjang. Ada yang

panjangnya sama dan ada juga yang berbeda. Sehingga hasil kali cycle dari suatu

permutasi dapat dikelompokkan berdasarkan panjangnya.

Definisi 2.3.11. Tipe Cycle dan Bobot

Diberikan penyajian cycle (untai) dari f (permutasi suatu himpunan dengan ba-

nyak anggota n) yang memuat sebanyak a1 untai dengan panjang 1, sebanyak a2

untai dengan panjang 2, sebanyak a3 untai dengan panjang 3 ,, sebanyak ai untai
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dengan panjang i dan i = 1, 2, 3, 4, , n , maka tipe cycle f disimbolkan dengan vek-

tor [a1, a2, a3, ..., an] dan bobot f adalah bilangan bulat positif W = 1a12a23a3 ...nan

Contoh 2.3.14. Contoh permutasi

θ =

 1 2 3

2 3 1


Jelas cycle (123), diperoleh a1 = 0, a2 = 0, a3 = 1. Jadi tipe cycle

θ = [a1, a2, a3] = [0, 0, 1], dengan bobot 1a12a23a3 = 102031 = 3.

Dari definisi diatas berakibat definisi sebagai berikut.

Definisi 2.3.12. Cycle Index

Misalkan G suatu grup permutasi dengan order m dari suatu himpunan yang

banyak anggotanya n dan gεG bertipe cycle [a1, a2, ..., an]. JIka x1, x2, ..., xn me-

rupakan sembarang variabel, maka cycle index dari G adalah

ZG(x1, x2, ..., xn) =
1

m

∑
pεG

x1
a1x2

a2 ...xn
an

Contoh 2.3.15. MisalG = {α, β, θ} grup permutasi dari himpunanX = {1, 2, 3}.

Berdasarkan Contoh 2.3.3 dapat diperoleh cycle index sebagai berikut:

1. Cycle α = (1)(2)(3) dengan a1 = 3, a2 = 0, a3 = 0. Tipe cycle α = [300]

dan bobot α = 13 = 1.

2. Cycle β = (1)(23) dengan a1 = 1, a2 = 1, a3 = 0. Tipe cycle β = [110] dan

bobot α = 1121 = 2.

3. Cycle θ = (123) dengan a1 = 0, a2 = 0, a3 = 1. Tipe cycle α = [001] dan

bobot α = 31 = 3.
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Sehingga,

Cycle index(α) : Z(α;x1, x2, x3) = x31

Cycle index(β) : Z(β;x1, x2, x3) = x11x
1
2

Cycle index(θ) : Z(θ;x1, x2, x3) = x13

Jadi cycle index Z(G;x1, x2, x3) = 1
3
(x31 + x11x

1
2 + x13).

2.3.7 Persediaan Pola (Pattern Inventory)

Misalnya diberikan tiga simpul yang membentuk sebuah segitiga sama sisi. Simpul-

simpul dalam segitiga tersebut akan diberi warna merah dan biru. Segitiga-

segitiga yang berbeda yang terbentuk yaitu segitiga dengan titik berwarna merah

semua, segitiga dengan titik berwarna dua merah dan satu biru, segitiga dengan

titik berwarna dua biru dan satu merah, dan segitiga dengan titik berwarna biru

semua. Sehingga banyaknya segitiga yang berbeda ada empat. Untuk memu-

dahkan dalam menentukan hal semacam itu diberikan definisi-definisi berikut.

Definisi 2.3.13. Pewarnaan

Fungsi f dari himpunan berhingga X ke himpunan Y disebut pewarnaan X. Him-

punan berhingga Y disebut warna, sedangkan himpunan semua jenis pewarnaan

X terhadap warna Y disebut himpunan C. Dua pewarnaan f, gεC disebut ekui-

valen (tidak dapat dibedakan) terhadap grup G, grup permutasi di X jika ∃πεG

sehingga f(x) = g(π(x)) untuk ∀xεX.

Contoh 2.3.16. Misal X = {1, 2, 3}, Y = {a, b} dan G = {α, β, γ, σ, ε, θ} grup

permutasi dari X. Banyaknya pewarnaan X sama dengan banyaknya fungsi dari

X ke Y , yaitu |Y ||X| = 23 = 8. Jenis-jenis pewarnaan X:
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Gambar 2.8: Jenis-jenis Pewarnaan

Jelas Y = {a, b} disebut warnanya dan salah satu pewarnaan X ada-

lah f1. Himpunan semua jenis pewarnaan X terhadap warna Y adalah C =

{f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8}. Akan ditunjukkan f2 dan f3 pewarnaan yang ekui-

valen. Jelas f2, f3εC.

• Untuk x = 1 diperoleh

f2(β(1)) = f2(1) = a = f3(1)

• Untuk x = 2 diperoleh

f2(β(2)) = f2(3) = b = f3(2)

• Untuk x = 3 diperoleh

f2(β(3)) = f2(2) = a = f3(3)

Jadi karena ∀xεX, ∃βεG sehingga f2(β(x)) = f3(x) maka f2, f3 merupa-

kan pewarnaan yang ekuivalen.
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Definisi 2.3.14. Pola

Kelas-kelas ekuivalen yang mempartisi himpunan C dengan relasi tak dapat di-

bedakan disebut pola-pola di C terhadap grup G.

Contoh 2.3.17. Perhatikan Contoh 2.3.6. Misal X = {1, 2, 3}, Y = {a, b} dan

G = {α, β, γ, σ, ε, θ} grup permutasi dariX. Jelas C = {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8}.

Untuk setiap πεG pola-pola di C yaitu:

• Pola Pertama (P1)

Jelas,

f2(β(1)) = f2(1) = a = f3(1)

f2(β(2)) = f2(3) = b = f3(2)

f2(β(3)) = f2(2) = a = f3(3)

Karena, ∃βεG sehingga f2(β(x)) = f3(x) maka f2, f3 merupakan pewarnaan

ekuivalen.

Jelas,

f3(σ(1)) = f3(2) = b = f4(1)

f3(σ(2)) = f3(1) = a = f4(2)

f3(σ(3)) = f3(2) = a = f4(3)

Karena, ∃σεG sehingga f3(σ(x)) = f4(x) maka f3, f4 merupakan pewarnaan

ekuivalen.



38

Jelas,

f2(ε(1)) = f2(3) = b = f4(1)

f2(ε(2)) = f2(1) = a = f4(2)

f2(ε(3)) = f2(2) = a = f4(3)

Karena, ∃εεG sehingga f3(ε(x)) = f4(x) maka f2, f4 merupakan pewarnaan

ekuivalen.

Sehingga f2, f3, f4 adalah pewarnaan yang ekuivalen. Jadi P1 = {f2, f3, f4}.

• Pola Kedua (P2) Dengan cara yang sama untuk setiap xεX diperoleh:

f5(β(x)) = f6(x)

f6(σ(x)) = f7(x)

f5(ε(x)) = f7(x)

Sehingga f5, f6, f7 adalah pewarnaan yang ekuivalen. Jadi P2 = {f5, f6, f7}.

• Pola Ketiga (P3) Untuk setiap xεX diperoleh:

f1(α(x)) = f1(x)

Jadi P3 = {f1}.

• Pola Keempat (P4)
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Untuk setiap xεX diperoleh:

f8(α(x)) = f8(x)

Jadi P4 = {f8}.

Jadi pola-pola di himpunan C yang terbentuk adalah P1 = {f2, f3, f4},

P2 = {f5, f6, f7}, P3 = {f1}, dan P4 = {f8}.

Definisi 2.3.15. Persediaan Pola (Pattern Inventory)

Misalkan fungsi bobot w memetakan himpunan Y ke sebuah himpunan r warna,

{w(y1), w(y2), w(y3), ..., w(yr)}. Persediaan pola C terhadap grup G adalah:

PI(G;w(y1), .., w(yr)) =
∑

n1+n2+...+nr=n

K(n1, n2, ..., nr)[w(y1)]
n1 [w(y2)]

n2 ...[w(yr)]
nr

K(n1, n2, ..., nr) adalah koefisien yang menyatakan banyaknya pewarnaan

yang dapat dibedakan (banyak pola) sehingga warna w(y1) bersesuaian dengan n1

anggota, w(y2) bersesuaian dengan n2 anggota,..., dan w(yr) bersesuaian dengan

nr anggota.

Contoh 2.3.18. Dari contoh 2.3.7 pola-pola di C terhadap grupG yaitu {f2, f3, f4},

{f5, f6, f7}, {f1}, dan {f8}. Misalkan fungsi w memetakan himpunan Y = {a, b}

ke dua warna sehingga w(a) = R(Red), w(b) = B(Blue), dan G = {α, β, γ, ε, σ, θ}

adalah grup permutasi di X. Persediaan pola di C terhadap grup G sebagai

berikut.

Jelas terdapat 4 kemungkinan nilai (n1, n2) : (3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3).
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Sehingga

PI(G;w(a), w(b)) =
∑

n1+n2=n

K(n1, n2)[w(a)]n1 [w(b)]n2

PI(H;R,B) = K(3, 0)R3 +K(1, 2)R2B +K(2, 1)RB2 +K(0, 3)B3

Pola-pola di C terhadap grup G yaitu:

1. P1 = {f2, f3, f4}. Perhatikan Gambar Pola P1, pola P1 = {f2, f3, f4} akan

dibawa kewarna dua merah satu biru R2B.

2. P2 = {f5, f6, f7}. Perhatikan Gambar Pola P2, pola P2 = {f5, f6, f7} akan

dibawa kewarna dua biru satu merah RB2.

3. P3 = {f1}. Perhatikan Gambar Pola P3, pola P3 = {f1} akan dibawa

kewarna merah semua R2.

4. P4 = {f8}. Perhatikan Gambar Pola P4, pola P4 = {f8} akan dibawa

kewarna biru semua B3.

Gambar 2.9: Pola P1



41

Gambar 2.10: Pola P2

Gambar 2.11: Pola P3

Gambar 2.12: Pola P4
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Sehingga PI(G;R,B) = 1R3 +1R2B+1RB2 +1B3. Berdasarkan Teore-

ma 2.3.14 dan Teorema 2.3.15 dapat dengan mudah menentukan banyaknya pola

suatu himpunan terhadap suatu grup.

Berdasarkan definisi-definisi diatas pewarnaan yang ekuivalen dapat di-

peroleh dengan melakukan suatu aksi rotasi.

2.3.8 Isomorfisma Grup

Dalam aljabar abstrak, dua buah grup dikatakan isomorfisma grup jika terdapat

homomorfisma yang bersifat bijektif. Pengertian homomorfisma sendiri diberikan

pada definisi 2.3.16. Dua buah grup G dan H dikatakan isomorfis jika G mem-

punyai struktur yang identik dengan H , yaitu G dan H mempunyai sifat atau

struktur yang dapat dikatakan sama/mirip/identik.

Teorema 2.3.7. π′ Permutasi dan G′ Grup

Diberikan C = {f |f : X → Y } dan X, Y adalah himpunan berhingga, juga

diketahui bahwa G adalah grup permutasi yang beraksi pada X. Untuk tiap πεG

didefinisikan pemetaan π′ dari C ke C dengan sifat: π′(f(x)) = f(π(x)) untuk

∀xεX dan ∀fεC , maka berlaku bahwa:

1. π′ adalah permutasi di C.

2. G′ = {π′ : πεG}

Definisi 2.3.16. Misalkan G dan G grup. Pemetaan ϕ : G → G′ dinamakan

homomorfisma grup apabila ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) untuk setiap a, bεG. Misalkan

ϕ : G→ G′ homomorfisma. ϕ dinamakan isomorfisma apabila bijektif.



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Mengubah Graf DNA Menjadi Graf

Pola Utama

3.1.1 Mengubah Graf DNA Menjadi Graf Tereduksi

Graf DNA yang didalamnya terdapat busur yang dilewati lebih dari satu

kali atau terdapat pengulangan fragmen akan menyebabkan terbentuknya lebih

dari satu barisan DNA berbeda. Oleh karena itu, graf DNA yang telah dipe-

roleh akan disederhanakan menjadi graf tereduksi untuk dapat mengkarakterkan

pengulangan yang terdapat pada graf DNA. Graf tereduksi adalah bentuk penye-

derhanaan dari graf DNA dimana simpulnya merepresentasikan busur berarah

yang mengalami pengulangan pada graf DNA [Chang, 2007].

Proses perubahan graf DNA menjadi graf tereduksi yang dijelaskan oleh

Chang, 2007 adalah sebagai berikut:

1. Jika terdapat simpul dengan derajat masuk atau derajat keluar sama dengan

0, maka simpul tersebut akan menjadi simpul awal dan simpul akhir.

2. Setiap simpul yang memiliki derajat masuk atau derajat keluar sama dengan

1, maka busur-busur yang berinsiden pada simpul tersebut dapat digabung-

43
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kan menjadi satu busur dimana label dari busur adalah label subbarisan

DNA dari masing-masing busur.

3. Busur yang mengalami pengulangan didefinisikan sebagai busur yang dera-

jat masuk ekornya lebih besar dari derajat keluarnya, dan derajat keluar

dari kepalanya lebih besar dari derajat masuknya. Selanjutnya, ekor dan

kepala dari busur pengulangan dijadikan simpul baru. Jadi, simpul baru

ini merupakan interpretasi dari busur yang mengalami pengulangan dan de-

rajat masuk atau derajat keluar simpul ini menyatakan berapa kali busur

tersebut dilewati.

4. Untuk simpul awal dan simpul akhir serta busur yang berinsiden dengan

simpul baru diganti dengan busur yang berawal dari ekor busur simpul akhir

ke kepala dari simpul awal.

Berikut adalah penggambaran proses perubahan graf DNA menjadi graf

tereduksi, dimana pembentukkan graf DNA telah dijelaskan pada Bab II dan

prosesnya ditunjukkan pada Gambar 3.1

Diberikan spektrum S={ CATA, ATAG, TAGG, AGGA, GGAT, GATA,

TAGA, AGAA, GAAT, AATA, TAGT } yang diperoleh dari proses biokimia.

Graf DNA yang terbentuk dari spektrum tersebut ditunjukkan pada Gambar

3.1a. Langkah pembentukkan graf tereduksinya sebagai berikut:
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Gambar 3.1: Proses perubahan graf DNA menjadi graf tereduksi
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1. Pada Gambar 3.1a , simpul CAT merupakan simpul dengan derajat masuk

0 maka simpul ini sebagai simpul awal. Simpul AGT merupakan simpul

dengan derajat keluar 0 maka simpul ini sebagai simpul akhir.

2. Untuk busur berarah TAGG, AGGA, GGAT, dan GATA memiliki derajat

masuk atau keluar sama dengan 1 maka dapat digabungkan menjadi satu

busur berarah. Selain itu, untuk busur berarah TAGA, AGAA, GATA, dan

AATA juga dapat digabungkan menjadi satu busur berarah. Lihat Gambar

3.1b

3. Busur berarah yang mengalami pengulangan ditunjukkan oleh busur ATAG.

Selanjutnya, ekor dan kepala dari busur berarah ini dijadikan simpul baru

yaitu simpul v. Derajat masuk dan keluar dari simpul v menyatakan berapa

kali busur berarah ATAG dilewati. Lihat Gambar 3.1c

4. Simpul awal CAT dan simpul akhir AGT beserta busurnya yang berinsiden

dengan simpul v diganti dengan busur berarah yang berawal dari ekor busur

simpul akhir ke kepala dari simpul awal. Lihat Gambar 3.1d

Dari graf tereduksi yang dihasilkan dapat diperoleh informasi yaitu ba-

nyaknya fragmen yang berulang pada barisan DNA dan banyaknya pengulang-

an pada fragmen. Banyaknya fragmen yang berulang diketahui dari banyaknya

simpul pada graf tereduksi, sedangkan banyaknya pengulangan pada fragmen di-

ketahui dari derajat masuk atau derajat keluar dari simpul.
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3.1.2 Mengubah Graf Tereduksi Menjadi Graf Pola

Untuk dapat mengkarakterisasikan pengulangan fragmen pada graf DNA

yang menyebabkan terbentuknya lebih dari 1 barisan DNA berbeda, graf tereduksi

akan diubah mejadi graf pola utama. Sebelum memperoleh graf pola utama, graf

tereduksi diubah menjadi graf pola.

Graf pola adalah graf yang dapat menggambarkan pola pengulangan

DNA yang lebih efektif [Chang, 2007]. Graf pola didefinisikan sebagai suatu ling-

karan yang didalamnya terdapat poligon-poligon yang mewakili simpul-simpul

pada graf tereduksi. Banyaknya sisi poligon merepresentasikan derajat masuk

dari simpul (d). Khusus untuk simpul dengan derajat masuk 2, direpresentasikan

dengan chord (garis). Perpotongan chord/poligon dengan lingkaran diberi label

searah jarum jam. Setiap poligon akan diberi satu label yang sama karena meng-

gambarkan satu simpul. Pemberian label searah jarum jam mempertahankan

ketetanggaan di graf tereduksi. Pada graf pola, setiap simpul dengan d dera-

jat masuk akan muncul d kali pada keliling lingkaran. Poligon yang bersesuian

dengan d derajat masuk disebut d-fold repeat.

Proses perubahan graf pola dari graf tereduksi yang dijelaskan oleh Chang,

2007 adalah sebagai berikut:

1. Buat sebuah lingkaran.

2. Mulai dari sembarang simpul pada graf tereduksi dengan mengikuti jalur

Euler, beri titik-titik pada lingkaran setiap melewati simpul pada graf te-

reduksi.

3. Labelkan menurut arah jarum jam mengikuti urutan simpul ketika mene-

lusuri graf tereduksi berdasarkan jalur Euler.
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4. Titik-titik dengan label yang sama dihubungkan dengan garis sehingga akan

membentuk poligon.

Untuk lebih jelasnya perhatikan Gambar 3.2 yang menggambarkan proses

perubahan graf tereduksi menjadi graf pola.

Gambar 3.2: Proses perubahan graf tereduksi menjadi graf pola dan graf pola
utama

Berdasarkan definisi graf pola dimana poligon merepresentasikan derajat

masuk dari simpul maka diketahui bahwa simpul v mempunyai derajat masuk 3

yang artinya terjadi pengulangan fragmen sebanyak 3 kali. Poligon yang terbentuk
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adalah segitiga maka disebut juga 3-fold repeat.

3.1.3 Mengubah Graf Pola Menjadi Graf Pola Utama

Setelah diperoleh graf pola maka graf pola utama dapat dengan mudah didapat-

kan. Graf pola utama digunakan untuk mengkarakterisasikan pengulangan fra-

gmen pada graf DNA. Graf pola utama merupakan bentuk penyederhanaan graf

pola. Unsur-unsur pada graf pola yang tidak mempengaruhi banyaknya jalur Eu-

ler dihilangkan. Dalam hal ini, semua 2-fold repeat yang tidak memotong poligon

lain dihapuskan.

Gambar 3.2e merupakan graf pola dari graf DNA yang bersesuaian de-

ngan graf tereduksi pada Gambar 3.2a. Graf pola tersebut merupakan graf pola

utama karena tidak terdapat chord yang tidak saling berpotongan. Penghapus-

an 2-fold repeat yang tidak saling berpotongan tidak mengurangi kemungkinan

barisan DNA yang terbentuk.

Contoh berikut akan menggambarkan perubahan dari graf pola menjadi

graf pola utama. Lebih dari satu graf pola yang berbeda dapat memiliki satu graf

pola utama yang sama. Untuk lebih jelas perhatikan Gambar 3.3a. Gambar 3.3b

merupakan graf pola utama dari 2 buah graf pola pada Gambar 3.3a.
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Gambar 3.3: Graf Pola (a) dan Graf Pola Utama (b)

3.2 Teorema Polya

Masalah enumerasi yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah masalah enume-

rasi yang berkaitan dengan masalah pencacahan. Salah satu cara yang digunakan

untuk menyelesaikan masalah enumerasi adalah dengan Teorema Polya (Polyas

Theorem). Pada awalnya Teorema Polya digunakan dalam perhitungan banyak-

nya pola molekul yang terbentuk dari gabungan sejumlah atom-atom penyusun-

nya, yang diperkenalkan oleh seorang matematikawan George Polya pada tahun

1936. Teorema Polya terdiri dari Teorema Polya 1 dan Teorema Polya 2. Teorema

Polya 1 menjelaskan tentang banyaknya pola molekul yang terbentuk sedangkan

Teorema Polya 2 menjelaskan bentuk dari pola-pola yang terbentuk tersebut.

Teorema polya merupakan pengembangan dari Definisi Persediaan pola

(pattern inventory). Dalam Definisi Persediaan pola sulit untuk menemukan ba-

nyaknya pola untuk jenis tertentu, tetapi dengan Teorema Polya dapat dengan

mudah menentukan banyaknya pola secara keseluruhan.
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Teorema 3.2.1. Teorema Polya 1

Diberikan C = {f |f : X → Y } dengan |X| = n ≥ 2 dan |Y | = r. Jika

G merupakan grup permutasi yang beraksi pada X dengan cycle index Z(G :

x1, x2, x3, ..., xn) maka banyaknya pola di C terhadap G adalah Z(G : r, r, r, ..., r).

Bukti. Jika g suatu cycle dari suatu grup permutasi, gεG, maka didalam g ter-

dapat cycle-cycle dengan pola yang sama misalkan f dimana fεFx(g) dengan

Fx(g) adalah himpunan dari cycle-cycle yang polanya tetap. Jika dan hanya jika

f tetap oleh tiap-tiap cycle dari g, dan jika g permutasi bertipe [a1, a2, ..., an] ma-

ka banyaknya cycle yang disjoint di g adalah a1 + a2 + ...+ an. Dari Definisi tipe

yang tetap oleh g adalah xa11 x
a2
2 ...x

an
n = ra1ra2 ...ran = ra1+a2+...+an jadi didapat

|Fx(g)| = ra1+a2+...+an dengan [a1 + a2 + ...+ an] adalah tipe permutasi g.

Berdasarkan Teorema Burnside, banyaknya cycle yang berbeda adalah

n =
1

|G|
∑
gεG

|Fx(g)|

=
1

|G|
∑
gεG

ra1+a2+...+an

=
1

|G|
∑
gεG

ra1ra2 ...ran

=
1

|G|
∑
gεG

z(g : r, r, ..., r)

= Z(G : r, r, ..., r)

Teorema 3.2.2. Teorema Polya 2

Pattern inventory PI(G;w(y1), .., w(yr)) merupakan cycle index dari
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Z(G;x1, x2, ..., xn) pada xi = [w(y1)]
i + [w(y2)]

i + [w(y3)]
i + ... + [w(yr)]

i dengan

i = 1, 2, ..., n.

Bukti. Penurunan rumus untuk Teorema Polya 2 menggunakan Teorema Burnside-

Frobenius juga dan hampir sama dengan Teorema Polya 1. Pada intinya fungsi

bobot w(f) memiliki sifat konstan yang diperlukan oleh Teorema Burnside Lemma

untuk orbit-orbit C terhadap permutasi dari grup G. Jelas

k =
1

|G′|
∑
π′εG′

|F (π′)|

sehingga

PI(G;w(y1), .., w(yr)) =
1

|G′|
∑
π′εG′

|F (π′)| (3.1)

dimana

w(π′) =
∑

fεF (π′)

w(f)

Dari bentuk C dan G′ dikembalikan ke bentuk X dan G, sehingga:

PI =
1

|G′|
∑
πεG

{
∑

fεC:f(π(x))=f(x)

[w(f(x1))][w(f(x2))]...[w(f(xn))]} (3.2)

Penjumlahan pada persamaan (3.2) dapat diambil atas seluruh fungsi

f(x) yang konstan atas tiap cycle π. Misalkan π bertipe [a1a2a3...an] dan didefi-

nisikan multinomial w(yi) sebagai:
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Ω = [w(y1)
1 + w(y2)

1 + ...+ w(yr)
1]...[w(y1)

1 + w(y2)
1 + ...+ w(yr)

1]

× [w(y1)
2 + w(y2)

2 + ...+ w(yr)
2]...[w(y1)

2 + w(y2)
2 + ...+ w(yr)

2]

× [w(y1)
3 + w(y2)

3 + ...+ w(yr)
3]...[w(y1)

3 + w(y2)
3 + ...+ w(yr)

3]

× ....................................................................................................

× [w(y1)
n + w(y2)

n + ...+ w(yr)
n]...[w(y1)

n + w(y2)
n + ...+ w(yr)

n]

Ekspansi Ω memuat ra1+a2+a3+...+an bentuk, yang jumlahnya juga me-

rupakan fungsi f(x) yang konstan setiap cycle π. Selanjutnya dapat ditunjukkan

bahwa bentuk-bentuk dalam ekspansi tersebut sama dengan bobot Ω dari fungsi

f(x). Misalkan bahwa cycle dalam penyajian π mempunyai korespondensi satu-

satu dengan faktor-faktor dari Ω, dengan cara yang biasa: cycle dengan panjang

1 berkorespondensi dengan a1, cycle dengan panjang 2 dengan a2, dan seterusnya.

Jika f(x) memetakan cycle dengan panjang j yang diketahui (sebut

saja hinpunan T) di dalam yv, maka w(yv)
j = ΠxεTw(f(x)). Bentuk ekspan-

si seluruhnya diberikan dengan perkalian semua cycle yang akan sama dengan

ΠUΠxεTw(f(x)) dimana U adalah semua cycle π. Tapi cycle ini mempunyai pe-

ngaruh pada partisi di X, sehingga ekspansinya hanya ΠxεXw(f(x)) = u′(f).

Akhirnya telah dibuktikan bahwa seluruh penjumlahan pada persamaan

(3.2) mempunyai nilai yang sama dengan Ω, jelas terlihat bahwa:

Ω = Z(π;x1.x2, x3, ..., xn)
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Dengan xi = [w(y1)]
i + [w(y2)]

i + [w(y3)]
i + ... + [w(yr)]

i Untuk i =

1, 2, ..., n.

3.2.1 Penggunaan Teorema Polya

Pada Subbab ini akan dibahas penggunaan Teorema Polya untuk meng-

hitung banyaknya graf pola dari graf pola utama suatu graf DNA. Dari Subbab

3.1 telah dijelaskan bahwa menambahkan chord (2-fold repeat) yang tidak saling

berpotongan pada graf pola utama tidak akan mengubah banyaknya pembentuk-

an barisan DNA yang direpresentasikan oleh graf pola utama tersebut. Graf pola

dapat diperoleh dengan menambahkan chord-chord yang tidak saling berpotong-

an pada graf pola utama sedemikian sehingga banyaknya pengulangan adalah n

dengan nεZ.

Berikut adalah graf pola utama yang berasal dari graf DNA yang dibahas

pada penulisan ini. Selanjutnya akan dicari banyaknya graf pola yang terbentuk

dari graf pola utama tersebut.

Gambar 3.4: Graf Pola Utama
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Pertama-tama labelkan untuk masing-masing simpul pada graf pola uta-

ma, dimana simpul-simpul yang dihubungkan dengan garis memiliki label yang

sama. Labelkan simpulnya dengan X1, X2, X3 dan kenakan aksi rotasi pada graf

pola utama tersebut sehingga diperoleh 3 graf pola utama seperti pada Gambar

3.5

Gambar 3.5: Hasil Rotasi dari Graf Pola Utama

Dari Gambar 3.5 diperoleh permutasi, cycle, tipe cycle, bobot, dan cycle

index, sebagai berikut
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Gambar 3.6: Permutasi, Cycle, Tipe Cycle, Bobot, dan Cycle Index

Cycle Index yang diperoleh dari grup permutasi {(1)(2)(3), (132), (123)}

adalah

Z(G;x1, x3) =
1

3
(x31 + x3 + x3)

=
1

3
(x31 + 2x3)

Ada dua keadaan yang mungkin terjadi, yaitu

1. Keadaan tidak ada chord yang tidak saling berpotongan.

2. Keadaan ada chord yang tidak saling berpotongan.

Jika r adalah keadaan yang mungkin terjadi, r = 2. Dari cycle index

diperoleh x1 = x3 = 2, dan berdasarkan Teorema Polya 1 diperoleh
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Z(G;x1, x3) =
1

3
(x31 + x3 + x3)

Z(G; 2, 2) =
1

3
(23 + 2 + 2)

=
1

3
(12)

= 4

Jadi banyaknya graf pola yang terbentuk ada sebanyak 4 buah. Jika

keadaan-keadaan tersebut diberi bobot w, maka

1. w(z1) = Keadaan tidak ada chord yang tidak saling berpotongan.

2. w(z2) = Keadaan ada chord yang tidak saling berpotongan.

Misal w(z1) = T dan w(z2) = G. Berdasarkan Teorema Polya 2, dengan

mensubtitusikan x1 = [w(z1)] + [w(z2)] = [T + G] dan x3 = [w(z1)]
3 + [w(z2)]

3 =

[T 3 +G3] diperoleh cycle index yaitu

Z(G;x1, x3) =
1

3
(x31 + 2x3) =

1

3
[(T +G)3 + 2(T 3 +G3)]

=
1

3
[(T 3 + 3TG2 + 3T 2G+G3) + 2(T 3 +G3)]

=
1

3
[3T 3 + 3TG2 + 3T 2G+ 3G3]

= T 3 + TG2 + T 2G+G3

Artinya, dari graf pola utama tersebut akan diperoleh 1 graf pola tanpa

chord, 1 graf pola dengan 1 chord yang tidak saling berpotongan, 1 graf pola

dengan 2 chord yang tidak saling berpotongan, dan 1 graf pola dengan 3 chord
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yang tidak saling berpotongan. Jadi, untuk contoh kasus ini memiliki 4 buah graf

pola dimana penambahan chord pada graf pola utama tidak mengubah banyaknya

pembentukan barisan DNA.

3.3 Diagram Alir

Setelah didapatkan hasil karakterisasi graf DNA dapat dibuat diagram alir untuk

menyelesaikan masalah enumerasi pada graf DNA.

Selanjutnya dengan menggunakan langkah-langkah diatas akan diperoleh

banyaknya graf pola dari graf pola utama dan bentuk-bentuk graf polanya.
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Gambar 3.7: Diagram Alir
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3.4 Aplikasi Program pada Pencarian Banyak-

nya Graf Pola

Dalam Subbab 3.2.1 telah dijelaskan bagaimana menghitung banyaknya

graf pola dari graf pola utama suatu graf DNA. Untuk mencari banyaknya graf

pola dari graf pola utama suatu graf DNA bukan hal yang sederhana. Ada 3

langkah yang harus dilakukan, yaitu:

1. Menentukan graf pola utama dari graf DNA.

2. Menentukan cycle index dari graf pola utama.

3. Menggunakan Teorema Polya untuk mencari banyaknya graf pola.

Ketika melakukan 3 langkah tersebut, seringkali terjadi kesalahan di da-

lamnya terutama pada langkah 2 dan langkah 3. Misalnya saja kesalahan mela-

kukan rotasi, kesalahan menuliskan variabel ataupun menuliskan index, dan la-

innya. Untuk meminimalkan terjadinya kesalahan-kesalahan tersebut, diperlukan

suatu program sehingga pencarian banyaknya graf pola tidak dilakukan secara

manual.

Program yang digunakan untuk mencari banyaknya graf pola dari suatu

graf pola utama dibuat dengan menggunakan bantuan perangkat lunak MATLAB

R2012b. Masukan untuk menjalankan program ini adalah matriks ketetanggaan

dari graf pola utama. Un

Sebelum mencari matriks ketetanggaan, labelkan terlebih dahulu semua

simpul pada graf pola utama Gambar 3.4, sehingga menjadi Gambar 3.5

Untuk memperoleh matriks ketetanggaan dari graf pada Gambar 3.5 ter-

sebut, hanya diperhatikan hubungan antara simpul tanpa lingkarannya. Dengan
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Gambar 3.8: Graf Pola Utama setelah diberi label

hanya memperhatikan hubungan antar simpulnya, diperoleh matriks ketetangga-

an dari graf pada Gambar 3.5 tersebut adalah

A =


0 1 1

1 0 1

1 1 0


Gambar 3.10 memberikan contoh input dan output yang dikeluarkan oleh

program.

Dapat dilihat dari Gambar 3.6 bahwa dengan memasukkan matriks kete-

tanggaan dari graf pola utamanya, program akan langsung mengeluarkan pattern

inventory. Variabel permutasi 1 menyimpan permutasi yang diperoleh setelah di-

lakukan rotasi 1 kali, variabel permutasi 2 menyimpan permutasi yang diperoleh

setelah dilakukan rotasi 2 kali, dan variabel permutasi 3 menyimpan permutasi

yang diperoleh dari graf pola utama sebelum rotasi. Variabel cycle index yang

menyimpan cycle index yang dimiliki oleh graf pola utama yang telah dimasukan

matriks ketetanggaan. Dan variabel P. Inventory menyimpan informasi banyak-

nya graf pola yang mungkin terbentuk dari graf pola utama yang diketahui.
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Gambar 3.9: Contoh input dan output program



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1. Graf DNA yang memiliki pengulangan fragmen yang dapat menyebabkan

terbentuknya lebih dari satu barisan DNA berbeda dapat dikarakterisasikan

dengan menggunakan graf pola utama. Graf pola utama diperoleh dengan

menyederhanakan graf DNA menjadi graf tereduksi. Selanjutnya graf te-

reduksi diubah menjadi graf pola dan graf pola disederhanakan menjadi

graf pola utama.

2. Mencari banyaknya graf pola dari graf pola utama suatu graf DNA dapat

diselesaikan dengan Teorema Polya, yaitu dengan memberikan aksi rota-

si pada graf pola utama yang menghasilkan grup permutasi. Selanjutnya

menentukan cycle index dari grup permutasi tersebut dan penggunaan Teo-

rema Polya 1 dan Teorema Polya 2 untuk mengetahui banyaknya graf pola

yang mungkin terbentuk.

4.2 Saran

Skripsi ini membahas mengenai karakterisasi dan enumerasi pada graf DNA. Di-

sarankan untuk penelitian selanjutnya dapat dikembangkan untuk permasalahan

pada bidang lain, misalnya untuk menentukan pola molekul pada bidang kimia.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

LAMPIRAN 1

function out = Dina(M)

[row, col] = size(M);

if row ~= col

display(’Wrong input argument.’);

return;

end

mDis = zeros(row);

M1 = M;

index = 1:row;

N = 0;

for i=1:row

M1 = circshift(M1,[1,1]);

index = circshift(index,[0,1]);

if M == M1

N = N+1;

P = circpart(index);

s = [’out.permutasi’,num2str(i),’ = P;’];

eval(s);
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[p2 p1] = size(P);

mDis(p1, p2) = mDis(p1, p2) + 1;

end

end

out.displayMatrix = mDis;

out.cycle_index = readout(mDis, N);

function out = circpart(M)

j = 0;

while sum(M) > 0

j = j+1;

I = find(M,1);

i = I;

T = I;

while M(i) ~= I

T = [T M(i)];

k = i;

i = M(i);

M(k) = 0;

end

M(i) = 0;

out(j,:) = T;

end

function out = readout(M,N)
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[row col] = find(M);

n = length(row);

out = [];

if N>1

out = [’1/’ num2str(N) ’*’];

end

out = [out ’[’];

for i=1:n

if M(row(i),col(i)) >1

out = [out num2str(M(row(i),col(i))) ’*’];

end

out = [out ’(x’ num2str(row(i)) ’)’];

if col(i) >1

out = [out ’^’ num2str(col(i))];

end

if i < n

out = [out ’+’];

else

out = [out ’]’];

end

end

disp(out);
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