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PERSEMBAHANKU...

”Maka apabila kamu telah selesai (dari suatu urusan), kerjakanlah dengan

sungguh-sungguh (urusan) yang lain, dan hanya kepada Tuhanmulah, hendaknya

kamu berharap ”

(QS. Asy Syarh : 7-8)

”Setiap bunga akan mekar ketika saatnya tiba: forsythia, kamelia, ....

Bunga-bunga itu tahu kapan mereka akan mekar; tidak seperti keba-

nyakan dari kita yang selalu ingin mendahului yang lain. Apakah kamu

merasa tertinggal dari teman-temanmu? Apakah kamu telah menyia-

siakan waktu sementara teman-temanmu mulai melangkah menuju ke-

suksesan? Jika kamu berpikir demikian, ingatlah bahwa kamu memiliki

masa mekarmu sendiri, begitu juga dengan teman-temanmu. Musim-

mu belum datang. Namun, ia pasti akan datang ketika kuncupmu ter-

buka. Mungkin kuncup itu mekar lebih lama dari yang lain, tetapi

ketika sampai pada waktunya, kamu akan mekar dengan begitu indah

dan menawan seperti bunga-bunga lain yang telah mekar sebelum diri-

mu. Jadi, angkatlah kepalamu dan bersiaplah menyambut musimmu.

Ingat kamu begitu menakjubkan. ”

(Time of Your Life - Rando Kim)

Skripsi ini kupersembahkan untuk....

kedua orangtuaku (mama dan bapak), kakakku, serta keluarga besarku.

”Terima kasih atas do’a, dukungan, serta kasih sayang kalian... ”.



ABSTRACT

Dwi Ariyani, 3125102335. Properties and Application Of Discrete Re-
newal Process. Thesis. Faculty of Mathematics and Natural Sciences.
State University of Jakarta. 2015.

This thesis describes the properties of discrete-time renewal processes.
The properties of discrete-time renewal processes is a renewal process {N(n), n ≥ 0}
where n = 0, 1, 2, . . .. The properties of the renewal process described in the theo-
rems and its proof. The properties include the distribution of probability, expected
value, and limit distribution. At the end of the discussion we give an example of
the application of the discrete-time renewal process in population growth.

Keywords : discrete renewal process, distribution of probability, expected value,
limit distribution.
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ABSTRAK

Dwi Ariyani, 3125102335. Sifat-sifat dan Aplikasi Proses Renewal Dis-
kret. Skripsi. Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Uni-
versitas Negeri Jakarta. 2015.

Skripsi ini membahas sifat-sifat dari proses renewal dengan waktu dis-
kret. Proses renewal dengan waktu diskret adalah proses renewal {N(n), n ≥ 0}
dengan waktu n = 0, 1, 2, . . .. Sifat-sifat dari proses renewal dijelaskan dalam
teorema dan pembuktiannya. Sifat-sifat yang dibahas meliputi distribusi proba-
bilitas, harga harapan, dan limit distribusi. Pada akhir pembahasan diberikan
contoh penerapan proses renewal dengan waktu diskret pada pertumbuhan popu-
lasi.

Kata kunci : proses renewal diskret, distribusi probabilitas, harga harapan, limit
distribusi
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dalam kehidupan sehari-hari banyak dijumpai kejadian yang berulang

dan pengulangannya terjadi pada waktu-waktu yang tidak dapat dipastikan se-

belumnya. Sebagai contoh, seseorang akan mengganti bola lampu di rumahnya

ketika bola lampu mati dengan bola lampu yang baru. Matinya bola lampu tidak

dapat diprediksi secara pasti. Contoh lain adalah penggantian komponen pada

kendaraan bermotor, kedatangan nasabah di suatu bank, dan lain-lain. Situasi-

situasi tersebut dapat dimodelkan dengan suatu proses stokastik.

Anggap pada waktu t = 0 sebuah bola lampu baru dipasang dan di-

nyalakan untuk penerangan suatu ruangan dan tidak boleh dimatikan. Ketika

lampu mati maka segera diganti dengan bola lampu yang baru, dan seterusnya.

Jika interval waktu antar penggantian bola lampu dianggap saling independen

dan berdistribusi identik maka banyaknya penggantian bola lampu pada inter-

val waktu [0, t] untuk t ≥ 0 merupakan proses stokastik yang dinamakan proses

renewal.

Secara alamiah, waktu t pada proses renewal adalah kontinu. Akan te-

tapi dalam kehidupan sehari-hari waktu t dapat dibulatkan ke dalam hari, jam,

menit terdekat, atau yang lainnya, sehingga diperoleh waktu-waktu yang diskret.

Dengan demikian proses renewal dapat dibedakan menjadi dua macam, yaitu
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proses renewal dengan waktu kontinu dan proses renewal dengan waktu diskret.

Pembahasan proses renewal dengan waktu kontinu dapat dilihat pada Ross (2000)

dan Taylor dan Karlin (1998). Dalam skripsi ini, akan dibahas sifat-sifat proses

renewal dengan waktu diskret. Selanjutnya akan diberikan contoh aplikasi proses

renewal dengan waktu diskret untuk memodelkan pertumbuhan populasi.

1.2 Perumusan Masalah

Masalah yang akan dikaji pada skripsi ini adalah bagaimana sifat-sifat

dan aplikasi proses renewal dengan waktu diskret?

1.3 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Banyaknya renewal pada setiap waktu paling banyak satu.

2. Waktu antar kedatangan positif, yakni p0 = P{Xi = 0} = 0 dimana Xi

menyatakan waktu antar kejadian ke-(i− 1) dan ke-i.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan yang ingin dicapai dalam penulisan ini adalah sebagai berikut:

1. Mengetahui sifat-sifat proses renewal dengan waktu diskret.

2. Mengetahui aplikasi dari proses renewal dengan waktu diskret.
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1.5 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari penulisan ini adalah :

1. Bagi penulis, dapat memahami sifat-sifat proses renewal diskret dan meng-

aplikasikan proses renewal diskret pada kehidupan sehari-hari.

2. Bagi pihak lain, sebagai salah satu referensi dan informasi tambahan untuk

melakukan kajian lebih lanjut.

1.6 Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan kajian teori dalam bidang statistik yang dida-

sarkan pada buku-buku dan jurnal-jurnal tentang teori permasalahan di bidang

statistik khususnya proses stokastik yang berhubungan dengan suatu proses rene-

wal.



BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Variabel Acak

Variabel acak adalah suatu fungsi terukur dari ruang probabilitas (X,F , P )

pada bilangan riil R. Suatu variabel acak dikatakan diskret jika nilai-nilai variabel

acak tertentu sebanyak berhingga atau tidak berhingga tetapi terbilang (counta-

ble). Fungsi distribusi kumulatif variabel acak diskret X didefinisikan sebagai

F (x) = P{X ≤ x} =
∑
y≤x

f(y). (2.1)

Suatu variabel acak X dikatakan kontinu jika fungsi distribusi kumulatifnya dapat

dinyatakan sebagai

F (x) = P{X ≤ x} =

∫ x

−∞
f(y)dy, x ∈ R (2.2)

untuk suatu fungsi f : R 7→ [0,∞) yang terintegralkan. Fungsi f ini dinamakan

fungsi densitas (fungsi kepadatan peluang). Dalam kasus kontinu,

f(x) =
d

dx
F (x). (2.3)

Jika X dan Y adalah variabel-variabel acak maka fungsi distribusi ber-

4
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sama dari X dan Y didefinisikan sebagai

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y}. (2.4)

Jika variabel acak X dan Y saling bebas maka

F (x, y) = P{X ≤ x}P{Y ≤ y}

= FX(x)FY (y). (2.5)

Jika X merupakan variabel acak, maka nilai harapan dari X yang dino-

tasikan dengan E[X], didefinisikan sebagai

E [X] =


∫ ∞

−∞
xf (x) dx jika X kontinu,∑

x
xP{X = x} jika X diskrit

(2.6)

apabila integral di atas ada nilainya. Variansi dari variabel acak X dinyatakan

sebagai

σ2 = E[(X − µ)2].

Untuk menentukan variansi dari X dapat digunakan rumus

σ2 = E(X2)− (E(X))2.

Jika X dan Y merupakan suatu variabel acak dengan distribusi peluang

gabungan f(x, y) maka kovariansi dari variabel acak X dan Y dinyatakan sebagai

σXY = E[(X − µX)(Y − µY )] =
∑

x

∑
y

(x− µx)(y − µy)f(x, y)
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bila X dan Y diskret, dan

σXY = E[(X − µX)(Y − µY )] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x− µx)(y − µy)f(x, y)dxdy

bila X dan Y kontinu.

2.2 Harga Harapan Bersyarat

Jika X dan Y adalah variabel-variabel acak diskret maka fungsi masa

peluang bersyarat X jika diketahui Y = y didefinisikan sebagai

P{X = x|Y = y} =
P{X = x, Y = y}

P{Y = y}

untuk semua nilai y, dimana P{Y = y} > 0.

Fungsi distribusi peluang bersyarat X, dimana Y = y adalah

F (x|y) = P{X ≤ x|Y = y}.

Harga harapan bersyarat X, jika diketahui Y = y didefinisikan sebagai

E[X|Y = y] =
∑

x

xP{X = x|Y = y}.

Jika X dan Y adalah variabel-variabel acak kontinu dengan gabungan

fungsi kepadatan peluang f(x, y) maka fungsi peluang bersyarat X jika diketahui

Y = y didefinisikan untuk semua nilai y sehingga fY (y) > 0 sebagai

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)



7

dan fungsi distribusi kumulatif bersyarat dari X diketahui Y = y adalah

F (x|y) = P{X ≤ x|Y = y}

=

∫ x

−∞
fX|Y (x|y)dx.

Harga harapan bersyarat X, jika diketahui Y = y didefinisikan sebagai

E[X|Y = y] =

∫ ∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx.

Notasikan dengan E[X|Y ] fungsi dari variabel acak Y yang memiliki

nilai pada Y = y sama dengan E[X|Y = y]. Salah satu sifat yang sangat berguna

dari harga harapan bersyarat adalah bahwa untuk semua variabel acak X dan Y

berlaku

E[X] = E[E[X|Y ]] =

∫
E[X|Y = y]dFY (y) (2.7)

bila harga harapan ada.

Jika Y variabel acak kontinu dengan fungsi densitas f(y) maka persama-

an (2.7) menjadi

E[X] =

∫ ∞

−∞
E[X|Y = y]f(y)dy,

sedangkan jika Y variabel acak diskret maka persamaan (2.7) menyatakan

E[X] =
∑

y

E[X|Y = y]P [Y = y].
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2.3 Proses Stokastik

Suatu proses stokastik {X(t), t ∈ T} adalah sebuah koleksi dari variabel

acak, yaitu untuk setiap t di dalam himpunan indeks T, X(t) merupakan vari-

abel acak. Seringkali diinterpretasikan t sebagai waktu dan X(t) sebagai state

(keadaan) dari proses pada waktu t.

Jika himpunan indeks T countable maka {X(t), t ∈ T} merupakan proses

stokastik diskret dan jika himpunan indeks T kontinu maka {X(t), t ∈ T} meru-

pakan proses stokastik kontinu. Proses stokastik kontinu {X(t), t ∈ T} dikatakan

mempunyai sifat independent increments jika untuk semua t0 < t1 < t2 < ... < tn,

variabel-variabel acak

X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1), ..., X(tn)−X(tn−1)

saling bebas, dan dikatakan mempunyai sifat stationary increments jika X(t + s)−X(t)

mempunyai distribusi yang sama untuk semua waktu t.

Suatu proses stokastik {N(t), t ≥ 0} disebut proses counting jika N(t)

menyatakan banyaknya kejadian yang terjadi sampai waktu t. Proses counting

N(t) harus memenuhi syarat-syarat berikut :

1. N(t) ≥ 0,

2. N(t) bilangan bulat,

3. Jika s < t maka N(s) ≤ N(t), dan

4. Untuk s < t, N(t) − N(s) sama dengan banyaknya kejadian yang terjadi

dalam interval (s, t].
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Proses counting dikatakan mempunyai sifat independent increments jika

banyaknya kejadian yang terjadi dalam interval yang saling asing saling bebas.

Proses counting dikatakan memiliki sifat stationary increments jika distribusi ba-

nyaknya kejadian dalam sebarang interval hanya tergantung pada panjang inter-

val.

Contoh 2.3.1. Berikut ini adalah beberapa contoh proses stokastik, yaitu

1. Banyaknya orang yang masuk ke dalam suatu restoran pada waktu atau

sampai waktu t.

2. Banyaknya bayi yang lahir pada waktu atau sampai waktu t.

3. Banyaknya pasien yang bertahan hidup pada waktu atau sampai waktu t.

2.4 Konvolusi

Definisi 2.4.1. Misal X dan Y adalah dua variable acak bilangan bulat yang in-

dependen, dengan masing-masing fungsi distribusi F1(x) dan F2(x) adalah fungsi

distribusi F3 = F1 ∗ F2 yang diberikan sebagai berikut

F3(j) =
∑

k

F1(k).F2(j − k) (2.8)

untuk j ∈ Z. Fungsi F3(x) adalah fungsi distribusi dari variabel acak Z = X +Y .

Teorema 2.4.1. Misal X1, X2, . . . , Xn adalah variabel acak yang saling bebas

dan variabel acak Sn didefinisikan sebagai

Sn = X1 + X2 + . . . + Xn.
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Fungsi distribusi dari dari Sn adalah

FSn(x) = P{Sn < s} = P{X1 + X2 + . . . + Xn ≤ x}.

Jika Xi untuk i = 1, 2, . . . , n saling bebas dan berdistribusi identik de-

ngan fungsi distribusi identik dengan fungsi distribusi Pi(x) = P (x) untuk setiap

i maka fungsi distribusi dari Sn dapat ditentukan melalui

FSn(x) = Pn ∗ Pn−1 ∗ . . . ∗ P2 ∗ P1(x)

= P ∗ P ∗ . . . ∗ P ∗ P (x)

= P ∗n(x). (2.9)

P ∗n(x) disebut konvolusi lipat n dari fungsi distribusi P (x) yaitu peluang dari

jumlah n buah variabel acak yang berdistribusi identik dan saling bebas.

2.5 Proses Renewal dengan Waktu Kontinu

Misalkan {Xn, n = 1, 2, ...} adalah barisan variabel acak kontinu tak

negatif yang saling bebas dan identik dengan fungsi distribusi F . Variabel acak

Xn dapat ditafsirkan sebagai waktu antar kejadian ke-(n− 1) dan ke-n. Misalkan

µ = E[Xn] =

∫ ∞

0

xdF (x)

menyatakan mean dari Xn. Misalkan

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi, n ≥ 1.
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Maka Sn menyatakan waktu kejadian ke n. Notasikan dengan N(t) banyaknya

kejadian sampai waktu t. Karena banyaknya kejadian sampai waktu t sama de-

ngan nilai n yang terbesar yang mana kejadian ke-n terjadi sebelum atau pada

waktu t, maka banyaknya kejadian sampai pada waktu t diberikan oleh

N(t) = sup{n : Sn ≤ t}. (2.10)

Definisi 2.5.1. Proses stokastik {N(t), t ≥ 0} dinamakan proses renewal dengan

waktu kontinu.

Berikut ini contoh grafik realisasi dari proses renewal kontinu,

Gambar 2.1: Proses renewal dengan waktu kontinu.

Hubungan antara waktu antar kejadian {Xi} dan proses counting renewal

{N(t), t ≥ 0} yang mana 0 < Sn ≤ t dapat dilihat pada Gambar (2.1). Sebagai

contoh, akan dilakukan penggantian bola lampu. Sebuah bola lampu dipasang

pada saat S0 = 0, lalu lampu tersebut mati pada waktu S1 = X1, kemudian diganti

dengan bola lampu yang baru. Bola lampu kedua mati pada waktu S2 = X1 +X2
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dan diganti dengan bola lampu ketiga. Secara umum, bola lampu ke-n mati

pada waktu Sn = X1 + . . . + Xn, dan segera diganti kemudian proses berlanjut.

Diasumsikan waktu hidup bola lampu secara berturut-turut saling independen

dan memiliki peluang identik sebagai berikut

P{Xi ≤ x} = F (x), i = 1, 2, . . . .

Pada proses ini N(t) merupakan banyaknya penggantian bola lampu.

2.5.1 Distribusi dari N(t)

Distribusi dari N(t) dapat ditentukan dengan memperhatikan hubungan

antara N(t) dan Sn, yaitu

N(t) ≥ n ⇔ Sn ≤ t. (2.11)

Dengan kata lain persamaan (2.11) menyatakan bahwa banyaknya kejadian re-

newal sampai waktu t kurang dari sama dengan n jika dan hanya jika kejadian

renewal ke-n terjadi pada atau sebelum waktu t. Dari persamaan (2.11) diperoleh

P{N(t) = n} = P{N(t) ≥ n} − P{N(t) ≥ n + 1}

= P{Sn ≤ t} − P{Sn+1 ≤ t}

= Fn(t)− Fn+1(t)

dimana Fn(t) didefinisikan sebagai fungsi distribusi dari waktu kejadian renewal

ke-n (Sn).
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Proposisi 2.5.1. Harga harapan dari N(t) diberikan oleh

E[N(t)] =
∞∑

n=1

Fn(t). (2.12)

Bukti.

E[N(t)] =
∞∑

m=0

mP{N(t) = m}

=
∞∑

m=1

mP{N(t) = m}

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

P{N(t) = m}

=
∞∑

n=1

∞∑
m=n

P{N(t) = m}

=
∞∑

n=1

P{N(t) ≥ n}

=
∞∑

n=1

P{Sn ≤ t}

=
∞∑

n=1

Fn(t).

2.5.2 Teorema Limit untuk N(t)

Misalkan N(∞) = limt→∞ N(t) dinotasikan sebagai total kejadian rene-

wal, maka diperoleh

N(∞) = ∞ dengan probabilitas 1.
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Hal ini karena N(∞) akan berhingga jika satu dari waktu antara tak berhingga.

Oleh karena itu

P{N(∞) < ∞} = P{Xn = ∞ untuk suatu n}

= P

{
∞⋃

n=1

(Xn = ∞)

}

≤
∞∑

n=1

P{Xn = ∞}

= 0.

Naiknya nilai N(t), dengan probabilitas 1, merupakan fungsi linear dari t.

Proposisi 2.5.2.

N(t)

t
→ 1

µ
untuk t →∞.

Bukti. Karena SN(t) ≤ t < SN(t)+1 maka

SN(t)

N(t)
≤ t

N(t)
<

SN(t)+1

N(t)
. (2.13)

Menurut hukum bilangan bulat besar
SN(t)

N(t)
→ µ untuk N(t) →∞. Tetapi karena

N(t) →∞ untuk t →∞ maka

SN(t)

N(t)
→ µ untuk t →∞.

Selanjutnya
SN(t)+1

N(t)
=

[
SN(t)+1

N(t) + 1

] [
N(t) + 1

N(t)

]
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dan dengan alasan yang sama maka diperoleh

SN(t)+1

N(t)
→ µ untuk t →∞.

Dengan menggunakan (2.13) maka bukti selesai.

Proposisi (2.5.2) menyatakan bahwa dengan probabilitas 1, dalam limit

laju kejadian renewal sama dengan 1
µ
. Dengan alasan ini maka 1

µ
dinamakan

kelajuan dari proses renewal.

Definisi 2.5.2. Variabel acak N dengan nilai bilangan-bilangan bulat dinamakan

stopping time untuk barisan X1, X2, . . . jika kejadian (N = n) independen dari

Xn+1, Xn+2, . . . untuk setiap n = 1, 2, . . ..

Secara intuitif akan diamati Xn secara terurut dan N menyatakan ba-

nyaknya kejadian yang diamati sebelum berhenti. Jika N = n maka kejadian

telah berhenti sesudah melakukan pengamatan pada X1, . . . , Xn sebelum mela-

kukan pengamatan pada Xn+1, Xn+2, . . ..

Contoh 2.5.1. Misalkan Xn, n = 1, 2, . . ., saling bebas sedemikian sehingga

P{Xn = 0} = P{Xn = 1} =
1

2
, n = 1, 2, . . . .

Jika

N = min{n : X1 + . . . + Xn = 10},

maka N adalah stopping time. Anggap N sebagai stopping time dari percoba-

an pelemparan koin secara berturut-turut kemudian berhenti ketika banyaknya

kepala yang muncul mencapai 10.
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Teorema 2.5.1. (Persamaan Wald (Ross(1996))) Jika X1, X2, . . . adalah baris-

an variabel acak independen dan identik dengan mean berhingga dan N adalah

stopping time untuk X1, X2, . . . dengan E(N) < ∞, maka

E

[
N∑

n=1

Xn

]
= E(N)E(X).

Bukti. Misalkan

In =


1 jika N > n,

0 jika N < n

maka
N∑

n=1

Xn =
∞∑

n=1

XnIn.

Di sini

E

[
N∑

n=1

Xn

]
= E

(
∞∑

n=1

XnIn

)
=

∞∑
n=1

E[XnIn]. (2.14)

Akan tetapi In = 1 jika dan hanya jika kita tidak berhenti sebelum mengobservasi

secara berurutan X1, . . . , Xn−1. Oleh karena itu In ditentukan oleh X1, . . . , Xn−1

dan independen dari In. Jadi dari (2.14) diperoleh

N∑
n=1

Xn =
∞∑

n=1

E[Xn]E[In]

= E[X]
∞∑

n=1

E[In]

= E[X]
∞∑

n=1

P [N ≥ n]

= E[X]E[N ].
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Proposisi 2.5.3. Jika µ = E[X1] < ∞ maka E[SN(t)+1] = µ(m(t) + 1) dimana

m(t) = E[N(t)].

Bukti. Sekarang misalkan X1, X2, . . . menyatakan barisan waktu tunggu dari pro-

ses renewal dan misalkan kita berhenti pada kejadian pertama sesudah t yakni

pada kejadian N(t)+1. Untuk mengecek bahwa N(t)+1 adalah memang stopping

time untuk barisan Xi perhatikan bahwa

N(t) + 1 = n ⇔ N(t) = n− 1

⇔ X1 + . . . + Xn−1 ≤ t, X1 + . . . + Xn > t.

Dengan demikian kejadian (N(t)+1 = n) hanya tergantung pada X1, . . . , Xn dan

independen dari Xn+1, Xn+2, . . .. Jadi N(t) + 1 adalah stopping time. Mengguna-

kan persamaan Wald jika E[X] < ∞ maka

E[X1 + . . . + XN(t)+1] = E[X]E[N(t) + 1]. (2.15)

Dengan menggunakan hasil di atas dapat dibuktikan teorema berikut.

Teorema 2.5.2. (Teorema Renewal Elementer)

m(t)

t
→ 1

µ
untuk t →∞.

Bukti. Pertama anggap µ < ∞. Karena

SN(t)+1 > t
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maka dengan menggunakan Proposisi 2.5.3 diperoleh

µ(m(t) + 1) > t

yang mengakibatkan

lim
t→∞

inf
m(t)

t
≥ 1

µ
. (2.16)

Untuk sebaliknya, anggap M suatu konstanta tetap. Definisikan proses renewal

(Xn, n = 1, 2, . . .) dengan

X̄n =


Xn jika Xn 6 M, n = 1, 2, . . . ,

M jika Xn > M.

Misalkan Sn =
∑n

1 X i dan N(t) = sup{n : Sn ≤ t}. Karena waktu

antara proses renewal terbatas oleh M maka

SN(t)+1 ≤ t + M.

Dengan Proposisi 2.5.3,

(m(t) + 1)µM ≤ t + M

dimana µM = E[Xn]. Dengan demikian

lim
t→∞

sup
m(t)

t
≤ 1

µM

.

Selanjutnya karena Sn ≤ Sn maka N(t) ≥ N(t) dan m(t) ≥ m(t), sehingga

lim
t→∞

sup
m(t)

t
≤ 1

µM

. (2.17)
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Ambil M →∞ diperoleh

lim
t→∞

sup
m(t)

t
≤ 1

µ
(2.18)

dan bukti selesai dari (2.16) dan (2.18) untuk kasus µ < ∞. Untuk µ = ∞, karena

µM →∞ untuk M →∞, maka bukti selesai dari (2.17).

Teorema berikut menyatakan bahwa limit distribusi N(t) adalah normal.

Untuk membuktikannya digunakan teorema limit sentral dan relasi

N(t) < n ⇔ Sn > t.

Teorema 2.5.3. (Teorema Limit Pusat untuk N(t)) Misalkan µ dan σ2 masing-

masing menyatakan mean dan variansi dari waktu-waktu tunggu. Asumsikan µ

dan σ2 berhingga. Maka

P

{
N (t)− t/µ

σ
√

t/µ3
< y

}
→ 1√

2π

∫ y

−∞
e−x2/2dx, untuk t →∞

.

Bukti. Misalkan rt = t
µ

+ yσ
√

t
µ3 , maka

P

{
N (t)− t/µ

σ
√

t/µ3
< y

}
= P{N(t) < rt}

= P{Srt > t}

= P

{
Srt − rtµ

σ
√

rt

>
t− rtµ

σ
√

rt

}

= P

Srt − rtµ

σ
√

rt

> −y

(
1 +

yσ√
tµ

)−1/2
 .

Selanjutnya, dengan teorema limit pusat, (Srt − rtµ)/σ
√

rt konvergen ke variabel
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acak normal dengan mean 0 dan variansi 1 untuk t (dengan demikian rt) menuju

tak hingga. Juga karena

−y

(
1 +

yσ√
tµ

)−1/2
→ −y untuk t →∞

maka

P

{
N (t)− t/µ

σ
√

t/µ3
< y

}
→ 1√

2π

∫ ∞

−y

e−x2/2dx

dan karena ∫ ∞

−y

e−x2/2dx =

∫ y

−∞
e−x2/2dx

dengan demikian bukti selesai.



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Proses Renewal dengan Waktu Diskret

Misalkan {X1, X2, ...} adalah barisan variabel acak diskret tak negatif

yang saling bebas dan identik dengan fungsi distribusi kumulatif F . Misalkan

W0 = 0 dan Wm =
∑m

i=1 Xi, m ≥ 1.

Definisi 3.1.1. Proses counting {N(n), n = 0, 1, 2, . . .} dimana

N(n) = sup{m : Wm ≤ n}

dinamakan proses renewal dengan waktu diskret.

Dalam pembahasan akan dianggap P{X1 = 0} = 0 dan

P{X1 = k} = pk ≥ 0 untuk k = 1, 2, . . .

dengan
∞∑

k=1

pk = 1.

3.1.1 Distribusi dari N(n)

Seperti halnya pada proses renewal dengan waktu kontinu,

N(n) ≥ m ⇔ Wm ≤ n. (3.1)

21
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sehingga diperoleh

P{N(n) = m} = P{N(n) ≥ m} − P{N(n) ≥ m + 1}

= P{Wm ≤ n} − P{Wm+1 ≤ n}. (3.2)

Definisikan dengan Fm fungsi distribusi kumulatif dari waktu kejadian ke-m (Wm),

yakni

Fm(x) = P{Wm ≤ x}.

Karena variabel-variabel acak Xi, i ≥ 1 saling bebas dengan distribusi F maka

Wm =
∑m

i=1 Xi memiliki distribusi Fm, merupakan konvolusi m kali lipat dari

distribusi F dengan dirinya sendiri. Maka rumus (3.2) dapat ditulis sebagai

P{N(n) = m} = Fm(n)− Fm+1(n). (3.3)

Berikut ini contoh grafik realisasi dari proses renewal diskret,

Gambar 3.1: Proses renewal dengan waktu diskret.
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Harga harapan dari N(n) adalah

M(n) ≡ E[N(n)]

=
∞∑

m=1

P{N(n) ≥ m}

=
∞∑

m=1

P{Wm ≤ n}

=
∞∑

m=1

Fm(n).

Contoh 3.1.1. Misalkan X ′
1, X

′
2, . . . adalah barisan variabel acak yang saling

bebas dan berdistribusi identik Bernoulli (p) dengan P{X ′
1 = x} = px(1− p)1−x,

x = 0, 1. Definisikan Xi = X ′
i + 1. Maka

P{X1 = x} = px−1(1− p)2−x, x = 1, 2.

Misalkan Wm = X1 + X2 + . . . + Xm. Maka

Wm = (X ′
1 + 1) + (X ′

2 + 1) + . . . + (X ′
m + 1)

= X ′
1 + X ′

2 + . . . + X ′
m + m

= W ′
m + m

dimana W ′
m = X ′

1 + X ′
2 + . . . + X ′

m. Karena X ′
i saling bebas dan semuanya ber-

distribusi Bernoulli dengan parameter p maka W ′
m berdistribusi Binomial dengan

parameter m dan p, yaitu

P{W ′
m = k} =

m

k

 pk (1− p)m−k , k = 0, 1, 2, . . . ,m.
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sebagai akibatnya distribusi dari Wm adalah

P{Wm = k} = P{W ′
m + m = k}

= P{W ′
m = k −m}

=

 m

k −m

 pk−m (1− p)m−(k−m)

=

 m

k −m

 pk−m (1− p)2m−k , k = m,m + 1, m + 2, . . . , 2m.

Dengan demikian, dari rumus (3.2) didapat

P{N(n) = m} = P{Wm ≤ n} − P{Wm+1 ≤ n}

=
n∑

k=0

P{Wm = k} −
n∑

k=0

P{Wm+1 = k}

=
n∑

k=m

P{Wm = k} −
n∑

k=m+1

P{Wm+1 = k}

=
n∑

k=m

 m

k −m

 pk−m (1− p)2m−k

−
n∑

k=m+1

 m + 1

k − (m + 1)

 pk−(m+1) (1− p)2(m+1)−k .
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Jika p = 1
2
, n = 5, dan m = 3 maka

P{N(5) = 3} =
5∑

k=3

P{W3 = k} −
5∑

k=4

P{W4 = k}

= P{W3 = 3}+ P{W3 = 4}+ P{W3 = 5} − P{W4 = 4}

− P{W4 = 5}

=

 3

0

 (
1

2
)0(

1

2
)3 +

 3

1

 (
1

2
)1(

1

2
)2 +

 3

2

 (
1

2
)2(

1

2
)1

−

 4

0

 (
1

2
)0(

1

2
)4 −

 4

1

 (
1

2
)1(

1

2
)3

=
1

8
+

3

8
+

3

8
− 1

16
− 4

16

=
7

8
− 5

16
=

9

16
.

Contoh 3.1.2. Misalkan X ′
1, X

′
2, . . . saling bebas dan berdistribusi Poisson de-

ngan parameter λ > 0, yakni

P{X ′
1 = x} =

e−λλx

x!
, x = 0, 1, 2, . . .

maka W ′
m = X ′

1 + X ′
2 + . . . + X ′

m berdistribusi Poisson dengan parameter mλ,
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karena fungsi pembangkit momen dari W ′
m berbentuk

MW ′
m
(t) = E(etW ′

m)

= E(et(X′
1+X′

2+...+X′
m))

= E(etX′
1)E(etX′

2) . . . E(etX′
m)

=

(
∞∑

x=0

etx e−λλx

x!

)(
∞∑

x=0

etx e−λλx

x!

)
. . .

(
∞∑

x=0

etx e−λλx

x!

)
︸ ︷︷ ︸

m faktor

= e−mλ

(
∞∑

x=0

(λet)x

x!

)m

et

= e−mλemλet

et

= emλ(et−1)et.

Jadi, P{W ′
m = x} = e−mλ(mλ)x

x!
, x = 0, 1, 2, . . ..

Definisikan Xi = X ′
i + 1, i = 1, 2, 3, . . . dan Wm =

∑m
i=1 Xi. Maka

Wm =
m∑

i=1

(X ′
i + 1)

=
∑

X ′
i + m

= W ′
m + m.

Sebagai akibatnya distribusi dari Wm adalah

P{Wm = x} = P{W ′
m + m = x)

= P{W ′
m = x−m}

=
e−mλ(mλ)x−m

(x−m)!
, x = m, m + 1, m + 2, . . . .
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Dengan menggunakan rumus (3.2) diperoleh

P{N(n) = m} = P{Wm ≤ n} − P{Wm+1 ≤ n}

=
n∑

x=0

P{Wm = x} −
n∑

x=0

P{Wm+1 = x}

=
n∑

x=m

P{Wm = x} −
n∑

x=m+1

P{Wm+1 = x}

=
n∑

x=m

e(−mλ)(mλ)x−m

(x−m)!
−

n∑
x=m+1

e(−mλ)(mλ)x−(m+1)

(x− (m + 1))!

Jika λ = 1, n = 5, dan m = 3 maka

P{N(5) = 3} =
5∑

k=3

P{W3 = k} −
5∑

k=4

P{W4 = k}

= P{W3 = 3}+ P{W3 = 4}+ P{W3 = 5} − P{W4 = 4}

− P{W4 = 5}

=
e(−3)(1)(3.1)3−3

(3− 3)!
+

e(−3)(1)(3.1)4−3

(4− 3)!
+

e(−3)(1)(3.1)5−3

(5− 3)!

− e(−4)(1)(4.1)4−4

(4− 4)!
− e(−4)(1)(4.1)5−4

(5− 4)!

= e−3 + 3e−3 +
9

2
e−3 − e−4 − 4e−4

=
17

2
e−3 − 5e−4

= 0.42319 + 0.09158 = 0.33161.

Teorema 3.1.1. Misalkan E[N(n)] = M(n), maka M(n) memenuhi persamaan

M(n) = F (n) +
n∑

k=0

pkM(n− k)
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dimana

F (n) =
n∑

k=0

pk.

Bukti.

M(n) = E[N(n)]

=
∞∑

k=1

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k}

Jika k > n, maka

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k} = 0

karena kejadian pertama terjadi setelah waktu n. Jika k ≤ n, maka

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k} = 1 + E[N(n− k)]P{X1 = k}

dengan demikian

n∑
k=0

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k} =
n∑

k=0

[1 + E[N(n− k)]P{X1 = k}]
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sehingga

M(n) =
n∑

k=0

(1 + E[N(n− k)])P{X1 = k}

=
n∑

k=0

P{X1 = k}+
n∑

k=0

E[N(n− k)]P{X1 = k}

= F (n) +
n∑

k=0

pkM(n− k).

Teorema 3.1.1 adalah kasus khusus dari persamaan renewal. Secara

umum, persamaan renewal dengan waktu diskret ditentukan oleh barisan {bk}

yang terbatas dan berbentuk

vn = bn +
n∑

k=0

pkvn−k untuk n = 0, 1, . . . . (3.4)

Variabel-variabel yang tak diketahui nilainya adalah v0, v1, . . . dan p0, p1, . . . ada-

lah distribusi probabilitas dari waktu antar kejadian, yakni pk = P{X1 = k},

yang selalu diasumsikan p0 < 1.

Terdapat tepat satu barisan v0, v1, . . . yang memenuhi persamaan rene-

wal, karena persamaan (3.4) dapat diselesaikan sebagai berikut

v0 =
b0

1− p0

,

v1 =
b1 + p1v0

1− p0

,

dan seterusnya.

Misalkan un adalah mean banyaknya renewal yang terjadi tepat dalam

periode n. Jika p0 = 0 (sehingga Xi positif dan paling banyak satu renewal dapat
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terjadi pada setiap periode) maka un adalah peluang bahwa sebuah renewal terjadi

pada periode n. Barisan u0, u1, . . . memenuhi persamaan renewal dan sangat

penting dalam teori renewal. Misalkan

δn =


1 untuk n = 0,

0 untuk n > 0.
(3.5)

Maka {un} memenuhi persamaan renewal

un = δn +
n∑

k=0

pkun−k untuk n = 0, 1, . . . (3.6)

karena barisan{δn} terbatas.

Anggap pada waktu 0 sebuah bola lampu dinyalakan dan misalkan N(n)

adalah banyaknya penggantian bola lampu yang dilakukan pada interval waktu

[0, n]. Maka δn menyatakan banyaknya bola lampu pada waktu 0. Selanjutnya

dengan mengkondisikan pada lama waktu hidup bola lampu pertama, jika bola

lampu gagal pada periode k ≤ n, yang terjadi dengan peluang pk, maka proses

dilanjutkan lagi dan peluang bersyarat dari renewal di periode n menjadi un−k.

Hal tersebut dapat dijelaskan sebagai berikut

un = E[N(n)]

=
∞∑

k=1

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k}.

Jika k > n, maka

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k} = 0
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karena kejadian pertama terjadi setelah waktu n. Jika k ≤ n, maka

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k} = 1 + E[N(n− k)]P{X1 = k}

dengan demikian

n∑
k=0

E[N(n)|X1 = k]P{X1 = k} =
n∑

k=0

[1 + E[N(n− k)]P{X1 = k}]

sehingga

un =
n∑

k=0

(1 + E[N(n− k)])P{X1 = k}

=
n∑

k=0

P{X1 = k}+
n∑

k=0

E[N(n− k)]P{X1 = k}

= δn +
n∑

k=0

pkun−k.

Lemma 3.1.1. Jika {vn} memenuhi persamaan (3.4) dan {un} memenuhi persa-

maan (3.6) maka

vn =
n∑

k=0

bn−kuk untuk n = 0, 1, . . . .

Bukti. Karena persamaan (3.4) mempunyai penyelesaian tunggal maka bukti cu-



32

kup dengan memeriksa barisan {vn} memenuhi persamaan (3.4) sebagai berikut

vn =
n∑

k=0

bn−kuk

=
n∑

k=0

bn−k{δk +
k∑

l=0

pk−lul}

= bn +
n∑

k=0

k∑
l=0

bn−kpk−lul

= bn +
n∑

l=0

n∑
k=l

bn−kpk−lul

= bn +
n∑

l=0

n−l∑
j=0

pjbn−l−jul

= bn +
n∑

j=0

n−j∑
l=0

pjbn−l−jul

= bn +
n∑

j=0

pjvn−j.

Contoh 3.1.3. Jika b0 = b1 = 1
2

dan b2 = b3 = . . . = 0 serta p0 = 1
4
, p1 = 1

2
, dan

p2 = 1
2
, maka untuk persamaan renewal

vn = bn +
n∑

k=0

pkvn−k untuk n = 0, 1, . . . , 10

diperoleh nilai vn seperti pada Tabel 3.1.

Selanjutnya, jika δ0 = 1 dan δ1 = δ2 = . . . = 0 serta p0 = 1
4
, p1 = 1

2
, dan

p2 = 1
2
, maka dari persamaan renewal

un = δn +
n∑

k=0

pkun−k untuk n = 0, 1, . . . , 10
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diperoleh nilai un seperti pada Tabel 3.2.

n vn

0 0.666667
1 1.111111
2 0.962963
3 1.012346
4 0.995885
5 1.001372
6 0.999543
7 1.000152
8 0.999949
9 1.000016
10 0.999994

Tabel 3.1: Tabel Perhitungan vn

n un

0 1.333333
1 0.888889
2 1.037037
3 0.987654
4 1.004115
5 0.998628
6 1.000457
7 0.999848
8 1.000051
9 0.999983
10 1.000006

Tabel 3.2: Tabel Perhitungan un

Dari perhitungan tersebut diperoleh bahwa vn dan un memenuhi hubung-

an

vn =
n∑

k=0

bn−kuk
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sebagai berikut

0.666667 = v0 = b0u0 =
1

2
× 1.333333 = 0.666667

1.111111 = v1 = b0u1 + b1u0

=

(
1

2
× 0.888889

)
+

(
1

2
× 1.333333

)
= 1.111111

0.962963 = v2 = b0u2 + b1u1 + b2u0

=

(
1

2
× 0.037037

)
+

(
1

2
× 0.888889

)
+ (0× 1.333333) = 0.962963

...

0.999994 = v10 = b0u10 + b1u9 + b2u8 + . . . + b10u0

=

(
1

2
× 1.000006

)
+

(
1

2
× 0.999983

)
+ (0× 1.000051) + . . .

+ (0× 1.333333) = 0.999994.

Dari Tabel 3.1 dan Tabel 3.2 juga terlihat bahwa

lim
n→∞

un = 1

dan

lim
n→∞

vn = 1.

Contoh 3.1.4. Misalkan X1, X2, . . . secara berturut-turut waktu hidup bola lam-

pu dan misalkan W0 = 0 serta Wn = X1+. . .+Xn merupakan waktu penggantian.

Asumsikan p0 = P{X1 = 0} = 0. Banyaknya penggantian (tanpa menghitung

bola lampu pertama) sampai waktu n diberikan oleh

N(n) = k, dimana Wk ≤ n < Wk+1.
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Harga harapan E[N(n)] = M(n) memenuhi Teorema 3.1.1

M(n) = p0 + . . . + pn +
n∑

k=0

pkM(n− k).

Perhatikan bahwa mn = E[N(n) + 1] = M(n) + 1 memenuhi

mn = 1 +
n∑

k=0

pkmn−k untuk n = 0, 1, . . . . (3.7)

Persamaan (3.7) adalah persamaan renewal dimana bn ≡ 1 untuk semua n. De-

ngan menggunakan Lemma (3.1.1) diperoleh

mn =
n∑

k=0

1uk = u1 + . . . + un.

Sebaliknya, un = mn −mn−1 = M(n)−M(n− 1).

Gambar 3.2: WN(n)+1 selalu memuat X1 dan memuat tambahan durasi ketika
X1 = k ≤ n.
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Untuk melanjutkan Contoh 3.1.4, misalkan gn = E[WN(n)+1]. Definisi

gn diilustrasikan pada Gambar (3.2). Akan ditunjukkan suatu gn memenuhi per-

samaan renewal. Seperti yang ditunjukkan pada Gambar (3.2), WN(n)+1 selalu

memuat waktu penggantian pertama, yakni X1. Selanjutnya, jika X1 = k ≤ n,

yang terjadi dengan probabilitas pk, maka E[WN(n)+1|X1 = k] = gn−k. Kondisi

rata-rata dengan masing-masing peluangnya dan penambahan menurut hukum

peluang total diberikan sebagai

gn = E[X1] =
n∑

k=0

gn−kpk.

Misalkan

gn = E[WN(n)+1]

=
∞∑

k=1

E[WN(n)+1|X1 = k]P{X1 = k}.

Jika k > n, maka

E[WN(n)+1|X1 = k]P{X1 = k} = 0

karena kejadian pertama terjadi setelah waktu n. Jika k ≤ n, maka

E[WN(n)+1|X1 = k]P{X1 = k} = 1 + E[WN(n−k)+1]P{X1 = k}

dengan demikian

n∑
k=0

E[WN(n)+1|X1 = k]P{X1 = k} =
n∑

k=0

[1 + E[WN(n−k)+1]P{X1 = k}]
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sehingga

gn =
n∑

k=0

(1 + E[WN(n−k)+1])P{X1 = k}

=
n∑

k=0

P{X1 = k}+
n∑

k=0

E[WN(n−k)+1]P{X1 = k}

=
n∑

k=0

gn−kpk

Oleh karena itu, dengan menggunakan Lemma 3.1.1 diperoleh

gn =
n∑

k=0

E[X1]uk = E[X1]mn.

Kareana mn = E[N(n) + 1] dan gn = E[WN(n)+1] = E[X1 + . . . + XN(n)+1] maka

diperoleh

E[X1 + . . . + XN(n)+1] = E[X1]× E[N(n) + 1]. (3.8)

Perhatikan bahwa N(n) tidak independen terhadap {Xk}, namun persamaan (3.8)

masih berlaku.

Contoh 3.1.5. Misalkan X1, X2, . . . adalah waktu hidup dengan distribusi geo-

metrik sebagai berikut

P{X1 = k} = α(1− α)k−1 untuk n = 1, 2, . . .

dimana 0 < α < 1. Maka dengan menggunakan rumus (3.5) dan (3.6), yakni

δn =


1 untuk n = 0,

0 untuk n > 0
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dan

un = δn +
n∑

k=0

pkun−k

diperoleh

u0 = δ0 = 1

u1 = δ1 + α(1− α)0u0 = α

u2 = δ2 + α(1− α)0u1 + α(1− α)1u0 = α(α + (1− α)) = α

u3 = δ2 + α(1− α)0u2 + α(1− α)1u1 + α(1− α)2u0

= α(α2 + 2α(1− α) + (1− α)2) = α

...

dan secara umum

un = δn +
n∑

k=0

α(1− α)k−1un−k.

3.1.2 Teorema Limit untuk N(n)

Proposisi 3.1.1.

N(n)

n
→ 1

µ
untuk n →∞.

Bukti. Karena WN(n) ≤ n < WN(n)+1 maka

WN(n)

N(n)
≤ n

N(n)
<

WN(n)+1

N(n)
. (3.9)

Menurut hukum bilangan bulat besar
WN(n)

N(n)
→ µ untuk N(n) → ∞. Tetapi
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karena N(n) →∞ untuk n →∞ maka

WN(n)

N(n)
→ µ untuk n →∞.

Selanjutnya
WN(n)+1

N(n)
=

[
WN(n)+1

N(n) + 1

] [
N(n) + 1

N(n)

]
dan dengan alasan yang sama maka diperoleh

WN(n)+1

N(n)
→ µ untuk n →∞.

Dengan menggunakan (3.10) maka bukti selesai.

Teorema 3.1.2. (Teorema Limit Pusat untuk N(n)) Misalkan µ < ∞ dan

σ2 < ∞ masing-masing menyatakan mean dan variansi dari waktu-waktu tunggu.

Maka

P

{
N (n)− n/µ

σ
√

n/µ3
< y

}
→ 1√

2π

∫ y

−∞
e−x2/2dx, n →∞

.

Bukti. Misalkan rn = n
µ

+ yσ
√

n
µ3 , maka

P

{
N (n)− n/µ

σ
√

n/µ3
< y

}
= P{N(n) < rn}

= P{Wrn > n}

= P

{
Wrn − rnµ

σ
√

rn

>
n− rnµ

σ
√

rn

}

= P

Wrn − rnµ

σ
√

rn

> −y

(
1 +

yσ
√

nµ

)−1/2
 .

Selanjutnya, dengan teorema limit pusat, (Wrn − rnµ) = σ
√

rn konvergen ke
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variabel acak normal dengan mean 0 dan variansi 1 untuk n (dengan demikian

rn) menuju tak hingga. Juga karena

−y

(
1 +

yσ
√

nµ

)−1/2
→ −y untuk n →∞

maka

P

{
N (n)− n/µ

σ
√

n/µ3
< y

}
→ 1√

2π

∫ ∞

−y

e−x2/2dx

dan karena ∫ ∞

−y

e−x2/2dx =

∫ y

−∞
e−x2/2dx

dengan demikian bukti selesai.

3.1.3 Teorema Renewal Diskret

Teorema 3.1.3. (Taylor dan Karlin(1998)) Misalkan 0 < p1 < 1, {un} dan {vn}

masing-masing merupakan penyelesaian dari persamaan renewal (3.6) dan (3.4),

secara berturut-turut. Maka

1. limn→∞ un = 1∑∞
k=0 kpk

dan

2. Jika
∑∞

k=0 |bk| < ∞ maka limn→∞ vn =
{
∑∞

k=0 bk}
{
∑∞

k=0 kpk}
.

Karena
∑∞

k=0 kpk = E[X1] adalah rata-rata waktu hidup dari suatu unit,

maka persamaan (1) pada Teorema 3.1.3 menyatakan bahwa dalam waktu pan-

jang, peluang renewal terjadi dalam interval tertentu adalah satu dibagi dengan

rata-rata hidup suatu unit.

Contoh 3.1.6. Misalkan γn = WN(n)+1 − n adalah excess time, yakni waktu

terjadinya renewal pertama setelah waktu m dikurangi waktu n. Untuk bilangan
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bulat m, misalkan fn(m) = P{γn = m}. Akan ditentukan persamaan renewal

untuk fn(m) dengan kondisi pada hidup pertama adalah X1. Untuk m ≥ 1 maka

P {γn = m|X1 = k} =


fn−k (m) jika 0 6 k 6 n,

1 jika k = n + m,

0 sebaliknya.

Dengan demikian

fn(m) = P{γn = m}

=
∞∑

k=0

P{γn = m|X1 = k}pk

= pm+n +
∞∑

k=0

fn−k(m)pk.

Dengan menggunakan Teorema 3.1.3 dimana bn = pm+n maka diperoleh

lim
n→∞

P {γn = m} =

∞∑
k=0

pm+k

∞∑
k=0

kpk

=
P {X1 > m}

E [X1]
, m = 1, 2, . . . .

Limit merupakan fungsi peluang bersyarat, karena jumlah keseluruhannya sama

dengan satu, yakni

∞∑
m=1

P {X1 > m}

E [X1]
=

E [X1]

E [X1]
= 1.
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3.2 Pertumbuhan Populasi Deterministik dengan

Distribusi Usia

Pada bagian ini akan dibahas aplikasi proses renewal dengan waktu dis-

kret pada model deterministik sederhana untuk pertumbuhan populasi yang mem-

perhitungkan struktur usia dari populasi. Teorema renewal diskret (Teorema

3.1.3) akan digunakan dalam analisis.

3.2.1 Model Pertumbuhan Sederhana

Pertama akan dibahas model sederhana tanpa struktur usia. Anggap

satu spesies berkembang dalam waktu diskret t = 0, 1, 2, . . . dan N(t) menyatakan

ukuran populasi pada waktu t. Asumsikan bahwa setiap individu yang ada di

dalam populasi pada waktu t akan memberi keturunan dengan laju konstan λ yang

membentuk populasi pada waktu t+1. (Jika kematian tidak terjadi dalam model,

maka orang tua dianggap sebagai salah satu keturunannya sehingga λ ≥ 1). Jika

N(0) adalah ukuran awal populasi, dan setiap individu menghasilkan keturunan

dengan laju λ, maka

N(1) = λN(0),

N(2) = λN(1) = λ2N(0),

atau dalam bentuk umum

N(t) = λtN(0). (3.10)
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Jika λ > 1, maka populasi tumbuh tanpa batas seiring dengan bertambahnya

waktu, jika λ < 1, maka populasi akan musnah; sedangkan jika λ = 1, maka

ukuran populasi tetap konstan jika N(t) = N(0) untuk semua t = 0, 1, . . .

3.2.2 Model Pertumbuhan dengan Struktur Usia

Notasi yang diperlukan dalam model dengan struktur usia dalam per-

tumbuhan populasi adalah sebagai berikut:

nu,t = banyak individu berusia u dalam populasi pada waktu t,

N(t) =
∑∞

u=0 nu,t = total individu dalam populasi pada waktu t,

bt = banyak individu baru yang diciptakan dalam populasi pada waktu t (jumlah

kelahiran),

βu = harga harapan banyak keturunan dari satu individu berusia u dalam satu

periode waktu,

lu = probabilitas bahwa seorang individu akan bertahan, sejak lahir sampai seti-

daknya berusia u.

Probabilitas bersyarat individu bertahan setidaknya sampai usia u apa-

bila individu telah bertahan sampai usia u− 1 adalah

P{X > u|X > u− 1} =
P{X > u,X > u− 1}

P{X > u− 1}

=
P{X > u}

P{X > u− 1}
=

lu
lu−1

.

Fungsi mu yang didefinisikan sebagai

mu = luβu

dinamakan fungsi net maternity yang merupakan laju kelahiran yang disesuai-
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kan dengan kematian beberapa bagian dari populasi. Artinya, mu adalah harga

harapan banyaknya keturunan pada usia u dari individu sekarang berusia 0.

Selanjutnya akan dibahas total keturunan satu individu selama masa hi-

dupnya. Seorang individu bertahan setidaknya sampai usia u dengan probabilitas

lu, dan selama satuan waktu berikutnya menghasilkan βu keturunan. Dengan

menjumlahkan luβu = m atas semua u akan diperolah total keturunan satu indi-

vidu, yaitu

M =
∞∑

u=0

luβu =
∞∑

u=0

mu. (3.11)

Jika M > 1 maka diharapkan populasi meningkat seiring dengan bertambahnya

waktu. Jika M < 1 maka diharapkan populasi menurun. Sedangkan jika M = 1

maka ukuran populasi seharusnya tidak meningkat maupun menurun dalam jang-

ka panjang.

Dalam mempertimbangkan efek dari struktur usia pada populasi yang

berkembang, akan dipusatkan pada bt, yakni banyaknya individu baru yang di-

ciptakan dalam populasi pada waktu t. Akan dianggap βu, lu dan nu,0 diketahui,

dan masalahnya adalah menentukan bt untuk t ≥ 0. Setelah bt diketahui, maka

nu,t dan N(t) dapat ditentukan. Sebagai contoh

n0,1 = b1, (3.12)

nu,1 = nu−1,0

[
lu

lu−1

]
untuk u > 1, (3.13)

dan

N(1) =
∞∑

u=0

nu,1. (3.14)

Pada persamaan (3.12), n0,1 adalah banyaknya populasi saat waktu 1 yang berusia
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0, yakni sama dengan b1, mereka yang lahir dalam populasi pada waktu 1. Untuk

persamaan kedua, nu,1 adalah jumlah populasi pada saat waktu 1 yang berusia

u. Individu-individu ini harus telah bertahan dari nu−1,0 individu dalam popu-

lasi pada waktu 0 yang berusia u− 1, probabilitas bersyarat ketahanan hidupnya

adalah [lu/lu−1], yang menjelaskan persamaan kedua. Hubungan terakhir menya-

takan bahwa total populasi diperoleh dengan menjumlahkan banyaknya individu

dari segala usia. Bentuk umum dari (3.12) sampai (3.14) adalah

n0,t = bt, (3.15)

nu,t = nu−1,t−1

[
lu

lu−1

]
untuk u > 1, (3.16)

dan

N(t) =
∞∑

u=0

nu,t untuk u > 1. (3.17)

Setelah menjelaskan bagaimana nu,t dan N(t) ditentukan setelah bt di-

temukan, maka akan dibahas bagaimana menentukan bt. Banyaknya individu

yang lahir pada waktu t memiliki dua komponen. Komponen pertama, at, adalah

banyaknya keturunan dari individu-individu dalam populasi pada waktu t yang

sudah ada pada waktu 0. Dalam kasus yang paling sederhana, populasi dimulai

pada saat t = 0 dengan orang tua tunggal berusia u = 0, kemudian jumlah ke-

turunan individu ini pada waktu t adalah at = mt yang sama dengan fungsi net

maternity. Secara umum, asumsikan bahwa ada individu nu,0 berusia u pada wak-

tu 0. Probabilitas bahwa seorang individu berusia u saat waktu 0 akan bertahan

sampai waktu t (pada waktu itu akan berusia t + u) adalah lt+u/lu. Oleh karena

itu jumlah individu yang berusia u pada waktu 0 yang bertahan sampai waktu
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t adalah nu,0(lt+u/lu), dan masing-masing individu, sekarang berusia t + u, akan

menghasilkan βt+u keturunan baru. Dengan menjumlahkan seluruh usia diperoleh

at =
∞∑

u=0

βt+unu,0
lt+u

lu

=
∞∑

u=0

mt+unu,0

lu
. (3.18)

Komponen kedua dari bt adalah banyaknya individu-individu yang dila-

hirkan pada waktu t yang orang tuanya tidak dalam populasi tetapi lahir setelah

waktu 0. Sekarang, banyaknya individu yang dibuat pada waktu τ adalah bτ .

Probabilitas bahwa salah satu dari individu-individu ini bertahan sampai waktu

t, waktu dimana ia akan berusia t − τ , adalah lt−τ . Tingkat kelahiran bagi indi-

vidu usia t − τ adalah βt−τ . Komponen bt diperoleh dengan menjumlahkan atas

seluruh kemungkinan τ , yakni

bt = at +
t∑

τ=0

βt−τ lt−τbτ

= at +
t∑

τ=0

mt−τbτ . (3.19)

Contoh 3.2.1. (Taylor dan Karlin(1998)) Perhatikan sebuah organisme yang

menghasilkan dua anak pada usia 1, dan dua lagi pada usia 2, dan kemudian

mati. Populasi dimulai dengan satu organisme berusia 0 pada waktu 0. Data

yang dimiliki sebagai berikut

n0,0 = 1, nu,0 = 0 untuk u ≥ 1,
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b1 = b2 = 2,

l0 = l1 = l2 = 1, dan lu = 0 untuk u > 2.

Dengan menggunakan (3.18) diperoleh

a0 = 0, a1 = 2, a2 = 2, dan at = 0 untuk t > 2.

Selanjutnya, (3.19) diselesaikan secara rekursif sebagai berikut

b0 = 0,

b1 = a1 + m0b1 + m1b0

= 2 + 0 + 0 = 2,

b2 = a2 + m0b2 + m1b1 + m2b0

= 2 + 0 + (2)(2) + 0 = 6,

b3 = a3 + m0b3 + m1b2 + m2b1 + m3b0

= 0 + 0 + (2)(6) + (2)(2) + 0 = 16.

Jadi, misalnya, seorang individu berusia 0 pada waktu 0 menghasilkan 16 individu

baru yang memasuki populasi pada waktu 3.

3.2.3 Perilaku Jangka Panjang

Teorema renewal diskret (Teorema 3.1.3) akan digunakan untuk menyim-

pulkan perilaku jangka panjang dari model populasi struktur usia ini. Perhatikan
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bahwa persamaan (3.19)

bt = at +
t∑

τ=0

mt−τbτ

= at +
t∑

v=0

mvbt−v (3.20)

memiliki bentuk seperti persamaan renewal kecuali bahwa {mv} belum tentu me-

rupakan distribusi probabilitas karena biasanya jumlah seluruh mv tidak sama

dengan 1. Untungnya terdapat cara untuk mengatasi hal tersebut. Akan digu-

nakan variabel s yang nilainya akan dipilih kemudian, dan misalkan

m#
v = mvs

v, b#
v = bvs

v, dan a#
v = avs

v.

Dengan mengalikan persamaan (3.20) dengan st dan karena

stmvbt−v = (mvs
v)(bt−vs

t−v) = m#
v b#

t−v,

maka

b#
t = a#

t +
t∑

v=0

m#
v b#

t−v. (3.21)

Persamaan renewal ini berlaku dengan pilihan s yang manapun. Oleh karena itu

akan dipilih s sehingga {m#
v } merupakan distribusi probabilitas, yakni dipilih s

sedemikian sehingga

∞∑
v=0

m#
v =

∞∑
v=0

mvs
v = 1.
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Akan selalu ada s yang tunggal apabila 1 <
∑∞

v=0 mv < ∞. Selanjutnya dapat

diterapkan teorema renewal untuk (3.21) apabila asumsi nonperiodik dipenuhi.

Untuk ini cukup bahwa m1 > 0. Maka dapat disimpulkan bahwa

lim
t→∞

b#
t = lim

t→∞
bts

t =

∑∞
v=0 a#

v∑∞
v=0 vm#

v

. (3.22)

Dengan menetapkan λ = 1/s dan K =
∑∞

v=0 a#
v /
∑∞

v=0 vm#
v maka dari (3.22)

dapat dituliskan

bt ∼ Kλt untuk t yang besar.

Dengan kata lain, secara asimtotik, populasi tumbuh dengan laju λ dimana λ = 1/s

adalah solusi untuk

∞∑
v=0

mvλ
−v = 1.

Ketika t besar (t > u), maka (3.16) dapat diiterasi dengan cara

nu,t = nu−1,t−1

[
lu

lu−1

]
= nu−2,t−2

[
lu−1

lu−2

] [
lu

lu−1

]
= nu−2,t−2

[
lu

lu−2

]
...

= n0,t−u

[
lu
l0

]
= bt−ulu.

Penulisan di atas menyatakan individu yang berusia u pada waktu t dilahirkan t−u

waktu yang lalu dan bertahan. Karena untuk t yang besar dimiliki bt−u ∼ Kλt−u,
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maka

nu,t ∼ Kluλ
t−u = K(luλ

−u)λt,

N(t) =
∞∑

u=0

nu,t ∼ K
∞∑

u=0

(luλ
−u)λt,

dan

lim
t→∞

nu,t

N(t)
=

luλ
−u∑∞

v=0 lvλ−v
.

Ekspresi ini merupakan distribusi usia secara asimtotik atau distribusi usia yang

stabil pada suatu populasi.

Contoh 3.2.2. (Taylor dan Karlin(1998)) Melanjutkan Contoh 3.2.1, dimana

m1 = m2 = 2 dan mk = 0 untuk yang lain, diperoleh

∞∑
v=0

mvs
v = 2s + 2s2 = 1.

Persamaan ini mempunyai penyelesaian sebagai berikut

s =
−2±

√
(2)2 + (4)(2)(1)

(2)2

=
−2±

√
4 + 8

4

=
−1±

√
3

2

yakni s1 = 0.366 dan s2 = −1.366.

Akar yang relevan adalah s = 0.366, sehingga λ = 1/s = 2.732. Jadi

secara asimtotik, populasi tumbuh secara geometris pada tingkat λ = 2.732...,

dan distribusi usia yang stabil adalah seperti yang ditunjukkan pada Tabel 3.3.
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Usia Bagian dari Populasi
0 1/(1 + s + s2) = 0.6667
1 s/(1 + s + s2) = 0.2440
2 s2/(1 + s + s2) = 0.0893

Tabel 3.3: Tabel Distribusi Usia



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1. Distribusi dari banyaknya kejadian renewal merupakan selisih konvolusi dari

distribusinya. Fungsi renewal berhingga untuk waktu yang berhinnga. Se-

dangkan intensitas proses renewal akan konvergen berbanding terbalik de-

ngan rataannya untuk waktu yang berjangka. Harga harapan Untuk harga

harapan dari banyaknya kejadian renewal sama dengan ekspektasi dari wak-

tu antar kejadian renewal dibagi dengan rataannya. Kemudian limit fungsi

dari banyaknya kejadian renewal pada waktu n (N(n)) adalah normal, ber-

dasarkan teorema limit pusat dengan mean n
µ

dan variansi σ2n
µ3 . Dalam limit

laju kejadian renewal sama dengan 1
µ
.

2. Harga harapan dari banyaknya kejadian renewal dapat ditulis dalam persa-

maan renewal sebagai M(n) = F (n) +
∑n

k=0 pkM(n− k)

3. Sifat proses renewal berdasarkan teorema renewal diskret, yaitu

(a) limn→∞ un = 1∑∞
k=0 kpk

(b) Jika
∑∞

k=0 |bk| < ∞ maka limn→∞ vn =
{
∑∞

k=0 bk}
{
∑∞

k=0 kpk}

4. Dengan menggunakan proses renewal diskret untuk memodelkan pertum-

buhan populasi dapat dihitung banyaknya individu dalam populasi, banyak-

nya individu baru, harga harapan dari banyaknya keturunan, probabilitas

52
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individu yang bertahan, serta waktu dan usia dari individu dalam populasi

tersebut.

4.2 Saran

Pembahasan pada skripsi ini, membahas proses renewal dengan waktu

diskret secara umum, untuk perluasan dapat dibahas proses renewal reward dan

proses renewal delayed dengan waktu diskret.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

LAMPIRAN 1

Perhitungan untuk vn

v0 =
b0

1− p0

=
1
2

1− 1
4

=
2

3
= 0.666667

v1 =
b1 + p1v0

1− p0

=
1
2

+ (1
2
.2
3
)

1− 1
4

=
10

9
= 1.111111

v2 =
b2 + p1v1 + p2v0

1− p0

=
0 + (1

2
.10

9
) + (1

4
.2
3
)

1− 1
4

=
26

27
= 0.962963

v3 =
b3 + p1v2 + p2v1 + p3v0

1− p0

=
0 + (1

2
.26
27

) + (1
4
.10

9
) + (0.2

3
)

1− 1
4

=
82

81
= 1.012346

v4 =
b4 + p1v3 + p2v2 + p3v1 + p4v0

1− p0

=
0 + (1

2
.82
81

) + (1
4
.26
27

) + (0.10
9
) + (0.2

3
)

1− 1
4

=
242

243
= 0.995885

v5 =
b5 + p1v4 + p2v3 + p3v2 + p4v1 + p5v0

1− p0

=
0 + (1

2
.242
243

) + (1
4
.82
81

) + (0.26
27

) + (0.10
9
) + (0.2

3
)

1− 1
4

=
730

729
= 1.001372
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v6 =
b6 + p1v5 + p2v4 + p3v3 + . . . + p6v0

1− p0

=
0 + (1

2
.730
729

) + (1
4
.242
243

) + (0.82
81

) + . . . + (0.2
3
)

1− 1
4

=
2186

2187
= 0.999543

v7 =
b7 + p1v6 + p2v5 + p3v4 + . . . + p7v0

1− p0

=
0 + (1

2
.2186
2187

) + (1
4
.730
729

) + (0.242
243

) + . . . + (0.2
3
)

1− 1
4

=
6562

6561
= 1.000152

v8 =
b8 + p1v7 + p2v6 + p3v5 + . . . + p8v0

1− p0

=
0 + (1

2
.6562
6561

) + (1
4
.2186
2187

) + (0.730
729

) + . . . + (0.2
3
)

1− 1
4

=
19682

19683
= 0.999949

v9 =
b9 + p1v8 + p2v7 + p3v6 + . . . + p9v0

1− p0

=
0 + (1

2
.19682
19683

) + (1
4
.6562
6561

) + (0.2186
2187

) + . . . + (0.2
3
)

1− 1
4

=
59050

59049
= 1.000016

v10 =
b10 + p1v9 + p2v8 + p3v7 + . . . + p10v0

1− p0

=
0 + (1

2
.59050
59049

) + (1
4
.19682
19683

) + (0.6562
6561

) + . . . + (0.2
3
)

1− 1
4

=
177146

177147
= 0.999994
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LAMPIRAN 2

Perhitungan untuk un

u0 =
δ0

1− p0

=
1

1− 1
4

=
4

3
= 1.333333

u1 =
δ1 + p1u0

1− p0

=
0 + (1

2
.4
3
)

1− 1
4

=
8

9
= 0.888889

u2 =
δ2 + p1u1 + p2u0

1− p0

=
0 + (1

2
.8
9
) + (1

4
.4
3
)

1− 1
4

=
28

27
= 1.037037

u3 =
δ3 + p1u2 + p2u1 + p3u0

1− p0

=
0 + (1

2
.28
27

) + (1
4
.8
9
) + (0.4

3
)

1− 1
4

=
80

81
= 0.987654

u4 =
δ4 + p1u3 + p2u2 + p3u1 + p4u0

1− p0

=
0 + (1

2
.80
81

) + (1
4
.28
27

) + (0.8
9
) + (0.4

3
)

1− 1
4

=
244

243
= 1.004115

u5 =
δ5 + p1u4 + p2u3 + p3u2 + p4u1 + p5u0

1− p0

=
0 + (1

2
.244
243

) + (1
4
.80
81

) + (0.28
27

) + (0.8
9
) + (0.4

3
)

1− 1
4

=
728

729
= 0.998628
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u6 =
δ6 + p1u5 + p2u4 + p3u3 + . . . + p6u0

1− p0

=
0 + (1

2
.728
729

) + (1
4
.244
243

) + (0.80
81

) + . . . + (0.4
3
)

1− 1
4

=
2188

2187
= 1.000457

u7 =
δ7 + p1u6 + p2u5 + p3u4 + . . . + p7u0

1− p0

=
0 + (1

2
.2188
2187

) + (1
4
.728
729

) + (0.244
243

) + . . . + (0.4
3
)

1− 1
4

=
6560

6561
= 0.999848

u8 =
δ8 + p1u7 + p2u6 + p3u5 + . . . + p8u0

1− p0

=
0 + (1

2
.6560
6561

) + (1
4
.2188
2187

) + (0.728
729

) + . . . + (0.4
3
)

1− 1
4

=
19684

19683
= 1.000051

u9 =
δ9 + p1u8 + p2u7 + p3u6 + . . . + p9u0

1− p0

=
0 + (1

2
.19684
19683

) + (1
4
.6560
6561

) + (0.2188
2187

) + . . . + (0.4
3
)

1− 1
4

=
59048

59049
= 0.999983

u10 =
δ10 + p1u9 + p2u8 + p3u7 + . . . + p10u0

1− p0

=
0 + (1

2
.59048
59049

) + (1
4
.19684
19683

) + (0.6560
6561

) + . . . + (0.4
3
)

1− 1
4

=
177148

177147
= 1.000006
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