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ABSTRACT

RIZKI MARLINA, 3125111188. Primal Dual Path Following Interior
Point Method. Skripsi. Faculty of Mathematics and Natural Science
Jakarta State University. 2015.

Primal dual path following method, as a variant of the interior point
method, is an alternative method to solve linear programming that has polynomial
complexity. The main idea of this method is to determine the points interior
feasible region to approach the optimal solution. This method has five steps in
the completion of determining the initial feasible point, optimality test, calculates
the direction of Newton, looking for a big step, and updating solutions.. Dual
primal relationship is used as a stopping criterion, namely the optimal solution is
obtained if the duality gap already meet a given tolerance.

Keywords : interior point method, path following method, dual primal relation-
ship, duality gap.
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ABSTRAK

RIZKI MARLINA, 3125111188. Metode Primal Dual Path Following
Titik Interior. Skripsi. Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan
Alam, Universitas Negeri Jakarta. 2015.

Metode primal dual path following, sebagai varian dari metode titik inte-
rior adalah metode alternatif penyelesaian masalah program linear yang memiliki
kompleksitas polinomial. Ide dasar dari metode ini adalah dengan menentukan
titik-titik interior daerah layak untuk mendekati solusi optimal. Metode ini memi-
liki lima langkah dalam penyelesaiannya yaitu menentukan titik layak awal, tes op-
timalitas, menghitung arah Newton, mencari besar langkah, dan memperbaharui
solusi. Hubungan primal dual digunakan sebagai kriteria berhenti, yaitu solusi
optimal diperoleh jika duality gap sudah memenuhi toleransi yang diberikan.

Kata kunci : metode titik interior, metode path following , hubungan primal
dual, duality gap.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Penemuan besar di dunia matematika dalam menyelesaikan masalah op-

timasi adalah Program Linear. Penyelesaian masalah-masalah Program Linear

ternyata banyak menghadapi kesulitan. Masalah program linear dengan 2 variabel

atau 3 variabel masih tergolong sederhana dapat diselesaikan dengan metode

grafik. Masalah program linear yang memuat lebih dari 3 variabel tidak dapat

disederhanakan menjadi 2 variabel, tidak mungkin dapat diselesaikan. Pada tahun

1947, Dantzig berhasil menemukan suatu prosedur aljabar yang dapat menyele-

saikan masalah-masalah Program Linear dengan sangat cepat dan efisien, yang

dikenal dengan Metode Simpleks (Jensen dan Bard, 2000).

Metode simpleks relatif tidak efektif untuk menganalisis variabel dalam

jumlah besar karena memerlukan waktu yang cukup lama untuk menyelesaikan

perhitungan dan kemungkinan dapat menimbulkan kekeliruan dalam melakukan

iterasi (Nash dan Sofer, 1996). Salah satu cara untuk menganalisis variable dalam

jumlah besar adalah menggunakan metode titik interior. Ide dari metode titik

interior berbeda dengan metode simpleks. Pada metode simpleks solusi optimum

dicapai dengan menelusuri solusi dasar yang merupakan titik ekstrim daerah layak

(himpunan semua titik yang memenuhi semua kendala), sedangkan metode titik

interior mendekati solusi optimal dari interior daerah layak.
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Metode titik interior memiliki sejumlah besar varian yang telah dikem-

bangkan dengan kompleksitas polinomial dan salah satunya adalah metode pri-

mal dual path following, yang akan dibahas dalam skripsi ini. Metode primal

dual path following dibangun dari beberapa metode iterasi, dimana metode titik

interior bergerak dengan menentukan titik-titik interior yang masuk di dalam

interior daerah solusi penyelesaian atau daerah fisibel. Metode ini digunakan un-

tuk menyelesaikan masalah program linear yang kompleks, dalam artian memiliki

kendala dan variabel keputusan dengan jumlah yang besar atau dalam penyelesa-

ian masalah program linear metode primal dual path following didasarkan pada

teknik pemrograman nonlinear menggunakan metode Barrier yang akan ditranfor-

masi dengan metode Lagrange serta metode Newton untuk menyelesaikan sistem

persamaan nonlinear sehingga menghasilkan solusi optimal linear. Hubungan an-

tara primal dan dual digunakan untuk mencari duality gap, yaitu selisih fungsi

tujuan masalah primal dan dual, yang dipakai sebagai kriteria solusi optimal.

Beberapa peneliti sebelumnya telah mencoba menerapkan metode titik

interior dengan kasus yang berbeda. Suparno (2009) menerapkan penyelesaian

program linier dengan menggunakan metode titik interior dan metode simpleks

yang bertujuan untuk menyelesaikan permasalahan program linier yang memuat

n jumlah variable dan m jumlah kendala. Nurhayati (2009) menerapkan Algo-

ritma Titik Interior Karmakar untuk menyelesaikan masalah program linier yang

bertujuan menjelaskan algoritma titik interior Karmakar dan penyelesaiannya pa-

da masalah program linier. Santo (2014) membandingkan waktu eksekusi metode

Simpleks dan metode titik interior dalam menyelesaikan optimasi linier meng-

gunakan Mathematica yang bertujuan untuk menunjukkan perbandingan waktu

eksekusi antara metode simpleks dan metode titik interior dalam menyelesaikan

masalah optimasi linier. Dalam tulisan ini akan dibahas mengenai Metode Primal
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Dual Path Following Titik Interior serta penyelesaiannya dalam masalah program

linier.

1.2 Perumusan Masalah

Perumusan masalah yang akan dikaji adalah bagaimana menyelesaikan

kasus program linear dengan primal dual path following titik interior.

1.3 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam penulisan ini adalah

1. Perhitungan iterasi menggunakan metode Newton.

2. Transformasi masalah optimisasi berkendala menjadi optimisasi tak ber-

kendala menggunakan metode Lagrange dan metode Barrier.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah mendapatkan penyelesaian kasus program

linear dengan metode primal dual path following titik interior.

1.5 Manfaat Penulisan

Dalam penulisan skripsi ini diharapkan dapat meningkatkan pemahaman

tentang metode titik interior untuk menyelesaikan suatu permasalahan program

linear. Selain itu, hasil kajian ini diharapkan dapat digunakan sebagai salah satu
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alat bantu dalam studi mengenai persoalan pengalokasian sumber daya secara

optimal.

1.6 Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan kajian teori dalam bidang program linear yang di-

dasarkan pada buku-buku dan jurnal-jurnal tentang teori permasalahan metode

path following titik interior.



BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Program Linear

Program linear yang ditemukan oleh L.W Kantorovich pada tahun 1939

dengan metode yang masih terbatas. Istilah program tidak ada hubungannya de-

ngan program komputer, melainkan timbul karena program linear menjadi alat

untuk memilih program-program kerja yang optimum. Pada kenyataannya, dike-

mudian hari program linear memerlukan dukungan komputer untuk mengerjakan

soal-soal berformat besar. Program Linear yang merupakan model paling seder-

hana dalam bidang riset operasi, merupakan salah satu alat matematika yang

digunakan dalam bidang terapan. Program linear yang akan mengoptimumkan

suatu fungsi linear yang memenuhi sistem persamaan linear dengan mengopti-

mumkan suatu fungsi dengan batasan-batasan tertentu.

Bentuk umum program linear untuk masalah minimisasi adalah

min z = cT x (2.1)

dengan kendala Ax ∗ b, x ≥ 0 (2.2)

5
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dalam notasi vektor matriks

x =


x1

x2

...

xn


, c =


c1

c2

...

cn


, b =


b1

b2

...

bm


dan

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


Tanda ” ∗ ” pada persamaan (2.2) merupakan bentuk ” ≥ ”, ” ≤ ”, dan ” = ”.

Jika tanda ” ∗ ” adalah berbentuk ” ≥ ” sehingga kendala menjadi Ax ≥ b, maka

dikatakan kendala masalah dengan tujuan meminimumkan di atas dalam bentuk

kanonik.

Dalam mencari penyelesaian program linear biasanya digunakan bentuk

standar, yaitu seluruh kendalanya berbentuk persamaan Ax = b. Setiap masalah

Program linear dapat diubah ke dalam bentuk standar. Pengubahan bentuk per-

tidaksamaan ” ≥ ” adalah dengan mengurangkan variabel kelebihan (surplus) e

di sisi kiri sehingga Ax − e = b, e ≥ 0, sedangkan pengubahan bentuk pertidak-

samaan ” ≤ ” adalah dengan menambahkan variabel kekurangan (slack) s di sisi

kiri sehingga Ax + s = b, s ≤ 0. Pada contoh berikut diberikan masalah program

linear dan bentuk standarnya.
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Contoh 2.1.1. Masalah Program linear meminimumkan

min z = 8x1 + 6x2

dengan kendala 2x1 + x2 ≥ 2

x1 + 2x2 ≥ 3

x1, x2 ≥ 0

Maka bentuk standarnya adalah

min z = 8x1 + 6x2

dengan kendala 2x1 + x2 − e3 + s5 = 2

x1 + 2x2 − e4 + s6 = 3

x1, x2, e3, e4, s5, s6 ≥ 0

dalam notasi vektor matriks.

x =

 x1

x2

 , c =

 8

6

 , A =

 2 1

1 2

 , e =

 e3

e4

 ,

s =

 s5

s6

 dan b =

 2

3


Bentuk standar masalah meminimumkan di atas menjadi

min z = cT x

dengan kendala Ax− e + s = b, x, e ≥ 0
(2.3)

Karena ei dan si adalah nama variabel, seringkali nama ini diganti de-

ngan xn +k. Pada tulisan ini nama-nama variabel ini dapat saling dipertukarkan.

Diberikan P = x : Ax = b, x ≥ 0 yang menyatakan himpunan solusi layak dari

sembarang masalah Program linear.
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2.2 Bentuk Standar Primal dan Bentuk Standar

Dual

Bentuk umum program linear yang telah dibahas pada persamaan (2.1-

2.2) disebut bentuk primal. Bentuk primal adalah bentuk pemodelan dari masalah

sebenarnya. Setiap masalah primal program linear berhubungan dengan masa-

lah program linear lain, yang disebut dual. Dual adalah invers dari primal dan

dual dari suatu dual adalah primal itu sendiri. Jika fungsi tujuan dari masalah

primal adalah meminimumkan, maka fungsi tujuan dari masalah dual adalah me-

maksimumkan, demikian juga sebaliknya. Untuk setiap variabel dalam masalah

primal terdapat suatu kendala dalam masalah dual, dan sebaliknya untuk seti-

ap kendala dalam masalah primal terdapat satu variabel dalam dual. Koefisien

fungsi tujuan masalah dual adalah konstanta pembatas pada kendala primal dan

konstanta pembatas pada kendala dual adalah koefisien fungsi tujuan masalah

primal.

Masalah dual dari persamaan (2.1-2.2) jika kendala dalam bentuk kanon-

ik adalah

maks w = bT y

dengan kendala AT y ≤ c, y ≥ 0
(2.4)

Dan bentuk standar dari dual ini

maks w = bT y

dengan kendala AT y + s = c, y, s ≥ 0
(2.5)

Dengan himpunan solusi layak dual dinotasikan dengan D = y, s : AT y + s = c
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dimana y, s ≥ 0.

Contoh 2.2.1. Dual dari contoh 2.1.1 adalah

maks w = 2y1 + 3y2

dengan kendala 2y1 + y2 ≤ 8

y1 + 2y2 ≤ 6

y1, y2 ≥ 0

dan bentuk standar dualnya

maks w = 2y1 + 3y2

dengan kendala 2y1 + y2 + s1 = 8

y1 + 2y2 + s2 = 6

−y1 + s3 = 0

−y2 + s4 = 0

y1, y2 unrestricted s1, s2, s3, s4 ≥ 0

dalam notasi vektor matriks.

AT =

 2 1

1 2

 , y =

 y1

y2

 , s =


s1

s2

s3

s4


, c =

 2

3



Teorema-teorema berikut yaitu weak duality, strong duality, dan comple-

mentary slackness menyatakan hubungan primal dan dual.

Diasumsikan masalah primal adalah masalah meminimumkan dengan

daerah layak P = x : Ax = b, x ≥ 0 dan masalah dual adalah masalah memaksimum-

kan dengan daerah layak D = y, s : AT y + s = c, y, s ≥ 0.
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Teorema 1 (Weak duality)

Jika x ∈ P dan y ∈ D, maka cT x ≥ bT y

Bukti: Kendala dual AT y ≤ c dapat dinyatakan sebagai cT ≥ yT A dengan

menerapkan transpos matriks/vektor ke kedua belah sisi. Karena x ≥ 0 pada

kendala primal maka x dapat dikalikan pada kedua belah sisi tanpa mengubah

tanda untuk memperoleh cT x ≥ yT Ax. Sementara yT Ax = yT b = bT y sehingga

cT x ≥ bT y.�

Duality gap adalah selisih dari nilai fungsi tujuan primal dan dual, yaitu

cT x− bT y. Secara iteratif, gap ini terus-menerus diperkecil sampai berlaku cT x =

bT y , artinya solusi optimalnya telah diperoleh. Lebih lanjut, dinotasikan dengan

x∗ adalah solusi optimal primal dan y∗ adalah solusi optimal dual.

Teorema 2 (Strong duality)

Jika salah satu dari masalah primal/dual memiliki solusi optimal (x∗/y∗) ma-

ka masalah lainnya (dual/primal) juga memiliki solusi optimal dan nilai optimal

fungsi tujuannya sama (cT x∗ = bT y∗).

Bukti: Tanpa mengurangi keumuman, bilamana seluruh kendala primal berben-

tuk persamaan dan mempunyai solusi optimal x∗, matriks A dapat dipartisi men-

jadi A = (B | N), dimana B adalah vektor-vektor kolom dari matriks A yang sa-

ling bebas linear dan matriks A vektor-vektor dari kolom yang bergantung linear.

x∗ juga dipartisi kedalam variabel basis xB dan variabel nonbasis xN mengikuti

partisi dari matriks A, yaitu x∗ = ( xB

xN
), begitu juga dengan c = ( cB

cN
). Ax∗ = b

akan menjadi

BxB + NxN = b atau BxB = b−NxN .
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Karena matriks B adalah partisi A yang terdiri dari vektor kolom yang

saling bebas linear maka B mempunyai invers sehingga

xB = B−1b−B−1NxN .

Substitusi xB = B−1b−B−1NxN ke fungsi tujuan z = cT x menghasilkan

z = cT x∗ = (cT
N |cT

N)( xB

xN
) = cT

BxB + cT
NxN = cT

B(B−1b−B−1NxN) + cT
NxN

atau

= cT
BB−1b + (cT

N − cT
BB−1N)xN .

Untuk masalah meminimumkan, jika x∗ optimal, maka

cT
N − cT

BB−1N ≥ 0 atau cT
BB−1N ≤ cT

N , (2.6)

karena itu berarti tidak ada variabel basis yang dapat meminimumkan fungsi

tujuan. Dalam metode simpleks, cT
BB−1N disebut dengan reduced cost.

Didefinisikan

y∗ = (cT
BB−1)T atau y∗

T
= cT

BB−1.

akan ditunjukkan bahwa y∗ layak dual dan cT x∗ = bT y∗. Pertama-tama akan

diuji apakah y∗ memenuhi kendala dual AT y∗ ≤ c. Bentuk AT y∗ ≤ c dapat ditulis

sehingga y∗
T
A ≤ cT . Karena

y∗
T
A = cT

BB−1(B|N) = (cT
B|cT

BB−1N),

dan dari persamaan (2.6)

(cT
B|cT

BB−1N) ≤ (cT
B|cT

N) = cT ,
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maka y∗
T
A ≤ cT , yang artinya y∗ memenuhi kendala dual. Nilai fungsi tujuan

primalnya

z = cT x∗ = cT
BxB = cT

BB−1b

dan nilai fungsi tujuan dualnya

w = bT y∗ = bT (cT
BB−1)T = cT

BB−1b dimana cT
BB−1b = z.

Maka terbukti bahwa y∗ layak dual dan cT x∗ = bT y∗ sehingga y∗ adalah solusi

optimal masalah dual. Pada metode simpleks y∗ disebut juga vektor pengali

simpleks.

Terdapat hubungan antara kendala kenonnegatifan primal (x ≥ 0) dan

kendala dual AT y ≤ c. Pada solusi optimal kedua masalah adalah tidak mungkin

memperoleh xj > 0 dan (AT y)j < cj. Paling tidak satu kendala tersebut harus

bernilai 0, xj = 0 atau variabel slack dual ke-j, sj = 0. Sifat ini disebut comple-

mentary slackness, yaitu xT s = 0.

Teorema 3 (Complementary slackness)

1. Jika x adalah solusi optimal primal dan (y, s) adalah solusi optimal dual,

maka xT s = 0.

2. Jika x ∈ P dan (y, s) ∈ D, dan xT s = 0, maka x dan y adalah optimal

primal-dual dan cT x = bT y.

Bukti:

1. Jika x dan y optimal di primal dan dual maka nilai fungsi tujuan keduanya

sama, yaitu
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cT x = yT b atau cT x− yT b = 0.

Karena Ax = b, maka

yT b = yT Ax = xT AT y

sehingga

cT x− yT b = 0 sama dengan cT x− xT AT y = 0.

Karena cT x = xT c, maka

cT x− xT AT y = xT c− xT AT y = xT (c− AT y) = 0.

Sedangkan AT y + s = c atau s = c− AT y. Jadi, xT s = 0.

2. Jika xT s = xT (c− AT y) = 0 maka

0 = (c− AT y)T x = cT x− yT (Ax) = cT x− bT y.

sehingga cT x = bT y. Ini berarti x dan y adalah optimal primal dan dual.

Selain menggunakan metode primal dual, metode titik interior menggunakan

metode Lagrange, metode Barier, dan metode Newton.

2.3 Primal Dual Path Following

Metode primal dual path following titik interior pada program linear

didasarkan pada dua ide berikut:

1. Mentransformasikan masalah optimisasi berkendala ke masalah optimisasi

tanpa kendala dengan metode Barrier dan metode Lagrange;
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2. Mengaplikasikan metode Newton untuk mendapatkan solusi dari sistem per-

samaan nonlinear yang menyatakan kondisi keoptimalan dari masalah opti-

misasi.

2.3.1 Transformasi Masalah Optimisasi Berkendala ke Ma-

salah Optimisasi Tak Berkendala

Ide dasar pertama adalah metode fungsi barrier yang digunakan untuk

mentransformasikan suatu masalah berkendala menjadi masalah tak berkendala.

Idenya adalah berangkat dari titik interior daerah layak dan membuat suatu barri-

er yang mencegah setiap nilai variabel keluar dari daerah layak. Metode ini mulai

dari suatu titik di interior dari pertidaksamaan x > 0 dan s > 0, lalu dikonstruksi

barrier sedemikian rupa sehingga variabel tidak menyentuh batas daerah fisibel.

Penambahan fungsi logaritma natural ke fungsi objektif merupakan salah

satu cara dari pendekatan barrier ini. Penambahan logaritma natural menye-

babkan nilai fungsi objektif mengalami kenaikan atau penurunan tanpa batas

(apabila x → 0 atau s → 0). Kesulitan dari ide ini ialah optimal berada pada

batas, misalnya satu atau lebih xj = 0. Untuk mengatasi kesulitan ini, digunakan

parameter µ untuk menentukan nilai maksimum atau minimum fungsi objektif

dari bentuk barrier. Maka bentuk barrier dari masalah primal adalah

min zP = cT x− µ
n∑

j=1

ln(xj)

terhadap Ax = b
(2.7)

dan bentuk barrier dari masalah dual adalah
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maks zD = bT y − µ

n∑
j=1

ln(sj)

terhadap AT y + s = c

(2.8)

Masalah tersebut memiliki fungsi objektif yang tak linear dengan kendala

persamaan linear, sehingga dapat diselesaikan dengan metode Lagrange untuk

µ > 0 tetap.

Misalkan y adalah pengali Lagrange untuk masalah primal dan x adalah

pengali Lagrange untuk masalah dual, maka bentuk Lagrange dari masalah primal

adalah

min zP = cT x− µ
n∑

j=1

ln(xj)− yT (Ax− b) (2.9)

Fungsi zP diturunkan sesuai aturan pengali Lagrange secara parsial terhadap xj

dan yj dengan j = 1, . . . , n. Pertama, fungsi zP diturunkan terhadap xj dengan

j = 1, . . . , n

∂zP

∂xj
= 0

cj − µ
xj
−

∑m
i=1 aijyj = 0

cj −
∑m

i=1 aijyj − µ
xj

= 0

cj − µx−1
j − Ajy = 0

Dengan pemisalan X := diag(x) =


x1 0 . . . 0

0 x2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . xn


, e := (1, . . . , 1)T , dan

simbol 0 adalah vektor nol. Persamaan dalam notasi vektor menjadi:

∇x∂zP = c− µX−1e− AT y = 0

Selain itu dengan pemisalan s = µX−1e substitusikan ke dalam persamaan terse-
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but didapat:

c− s− AT y = 0

AT y + s = c

Kemudian fungsi zP diturunkan terhadap yj dengan j = 1, . . . , n

∂zP

∂yj
= 0∑n

i=1 aijxj = bi

b− xA = 0

dan bentuk Lagrange dari masalah dual

maks zD = bT y + µ

n∑
j=1

ln(sj)− (AT y + s− c)x (2.10)

Fungsi zD diturunkan secara parsial terhadap xj, yj, dan sj dengan j = 1, . . . , n.

Pertama fungsi zD diturunkan terhadap xj dengan j = 1, . . . , n.

∂zD

∂xj
= 0∑m

i=1 aijyj − sj = ci

AT y + s = c

Selanjutnya fungsi zD diturunkan terhadap yj dengan j = 1, . . . , n

∂zD

∂yj
= 0∑n

i=1 aijxj = bi

b− Ax = 0

Kemudian fungsi zD diturunkan terhadap sj dengan j = 1, . . . , n

∂zD

∂sj
= 0

µ
sj
− xj = 0

−xj + µ
sj

= 0
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2.3.2 Kondisi Keoptimalan

Solusi turunan parsial fungsi tujuan masalah optimisasi primal dan dual

adalah

1. Turunan parsial fungsi tujuan masalah optimisasi primal (2.9) terhadap x

dan y ,∂zD

∂x
= 0, ∂zD

∂y
= 0

AT y + s = c (2.11)

bT − xT AT = 0 (2.12)

Persamaan (2.11) adalah solusi yang layak dual. Solusi yang memenuhi

persamaan (2.12) artinya solusi yang layak primal.

2. Turunan parsial fungsi tujuan masalah optimisasi dual (2.10) terhadap x, y,

dan s, ∂zD

∂x
= 0, ∂zD

∂y
= 0, ∂zD

∂s
= 0 menghasilkan

AT y + s− c = 0 atau AT y + s = c (2.13)

bT − xT AT = 0 (2.14)

−xT +
µ

s
= 0 (2.15)

Solusi yang memenuhi persamaan (2.13) artinya solusi yang layak dual.

Karena ukuran yang sama dari bT dan xT AT , dengan mentranspos bT −

xT AT = 0 menjadi (bT−(Ax)T )T = 0T , persamaan akan menjadi b−Ax = 0T

atau Ax− b = 0T . 0T dapat ditulis 0 saja sehingga Ax− b = 0. Solusi yang

memenuhi persamaan ini artinya solusi layak primal (persamaan (2.14)).

Sedangkan persamaan (2.15) akan sama dengan −xT s+µ = 0 atau xT s = µ.

Persamaan ini disebut µ-complementary slackness. Vektor x dan s sama-
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sama berukuran n× 1, jadi

sT x = xT s = µ (2.16)

Dari uraian tersebut, kondisi keoptimalan dapat disimpulkan sebagai

berikut:

1. Ax− b = f1 disebut kondisi layak primal;

2. AT y + s− c = f2 disebut kondisi layak dual;

3. xT s− µ = f3 disebut memenuhi µ-complementary slackness.

Jika X = diag(x1, x2, . . . , xn) =


x1 0 . . . 0

0 x2 0
...

...
...

. . . 0

0 0 0 xn


adalah matriks diagonal

dari x,

S = diag(s1, s2, . . . , sn) =


s1 0 . . . 0

0 s2 0
...

...
...

. . . 0

0 0 0 sn


adalah matriks diagonal dari s

dan e = (1, 1, . . . , 1)T adalah vektor kolom berukuran n, maka x = Xe dan

s = Se dan µ-complementary slackness xT s = µ dapat ditulis XSe = µe. Kondisi

keoptimalan ketiga dapat ditulis XSe − µe = f3. Kondisi tersebut menjamin
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x > 0 dan s > 0. Sehingga, jika ditulis kembali kondisi keoptimalannya adalah:

Ax− b = f1 (2.17)

AT y + s− c = f2 (2.18)

XSe− µe = f3 (2.19)

Ketiga kondisi tersebut juga menyatakan kondisi terpenuhinya duality

gap cT x−bT y. Dengan mentranspose vektor kedua sisi AT y+s = c menjadi (AT y+

s)T = cT dan mengalikan kedua sisi dengan vektor x sehingga menjadi (yT A +

sT )x = cT x, persamaan tersebut sama dengan yT Ax + sT x = cT x. Eliminasi

Ax = b menghasilkan yT b + sT x = cT x atau cT x − yT b = sT x = µ. Selama

persamaan belum mencapai optimal cT x − bT y = sT x = xT s akan lebih dari nµ,

dengan n adalah suatu konstanta dari nilai µ direduksi terus-menerus sehingga

duality gap juga akan tereduksi dan akan diperoleh solusi optimal jika duality gap

memenuhi kondisi strong duality, cT x = bT y.

2.3.3 Penyelesaian Sistem Persamaan Nonlinear dengan

Metode Newton

Kondisi-kondisi (2.17 - 2.19) membentuk sistem persamaan nonlinear

dalam variabel (x, y, s). Untuk penyelesaiannya, digunakan ide dasar yang kedua,

yaitu metode Newton. Pembahasan berikut akan dibagi ke dalam subbab-subbab

yaitu menentukan arah Newton, besar langkah, dan mereduksi µ sehingga diper-

oleh titik-titik (x, y, s) yang baru.
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a. Menentukan Arah Newton

Diasumsikan pencarian titik dimulai dari titik awal (x0, y0, s0) yang me-

menuhi x0 > 0 dan s0 > 0. Misalkan sekarang berada pada suatu titik (xk, yk, sk)

yang memenuhi kondisi (2.17 - 2.19), yaitu persamaan nonlinear

f1(x
k, yk, sk) = Axk − b

f2(x
k, yk, sk) = AT yk + sk − c dan

f3(x
k, yk, sk) = XkSke− µe

dan akan dicari titik estimasi berikutnya (xk+1, yk+1, sk+1). Misalkan vektor d =

(dx, dy, ds)
T adalah arah Newton. Untuk mengaproksimasikan ketiga fungsi diatas

digunakan metode Newton yaitu J(xk, yk, sk)d = −f(xk, yk, sk).

Matriks Jacobian pada xk adalah

J(xk, yk, sk) =


∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f1

∂s

∂f2

∂x
∂f2

∂y
∂f2

∂s

∂f3

∂x
∂f3

∂y
∂f3

∂s

 =


A 0 0

0 AT 1

S 0 X



sehingga −f(xk, yk, sk) =


δk
P

δk
D

µe−XkSke

. Dengan −f1(x
k, yk, sk) = b−Axk =

δk
P ,−f2(x

k, yk, sk) = c − AT yk − sk = δk
D, dan −f3(x

k, yk, sk) = µe − XkSke,

dimana δP dan δD adalah vektor residual kendala primal dan dual di titik ke-k.
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Sehingga bila diuraikan akan diperoleh persamaan berikut

Adx = δP (2.20)

AT dy + ds = δD (2.21)

Sdx + Xds = µe−XSe (2.22)

Langkah pertama adalah mencari dy. Dari persamaan (2.21), AT dy + ds = δD

sama dengan

ds = δD − AT dy (2.23)

Substitusi persamaan (2.23) ke persamaan (2.22) menghasilkan

Sdx + X(δD − AT dy) = µe−XSe

Dengan mengalikan kedua sisi matriks dengan AS−1 akan diperoleh persamaan

AS−1Sdx + AS−1XδD − AS−1XAT dy) = AS−1µe− AS−1XSe

S−1S sama dengan matriks identitas I sehingga AS−1Sdx sama dengan Adx seda-

ngkan Adx = δP . Karena S−1 = diag( 1
s1

, 1
s2

, . . . , 1
sn

) sehingga S−1XS = S−1SX

maka

δP + AS−1XδD − AS−1XAT dy = AS−1µe− AXe.

Xe = x dan δP = b− Ax sehingga

−AS−1XAT dy = AS−1µe− Ax− (b− Ax + AS−1XδD)

atau sama dengan

−AS−1XAT dy = AS−1µe− b− AS−1XδD



22

Dengan mengalikan invers dari matriks AS−1XAT ke kedua sisi, diperoleh arah

Newton dy

dy = (−AS−1XAT )−1(AS−1µe− b− AS−1XδD) (2.24)

dan arah Newton ds

ds = δD − AT dy (2.25)

dan arah Newton dx diperoleh

dx = S−1(µe−XSe−Xds) (2.26)

Sehingga, jika arah Newton dy telah ditemukan maka ds dan dx dapat

dicari. Selanjutnya adalah menentukan besar langkah yang diperlukan dalam

arah Newton (dx, dy, ds), untuk bergerak dari (xk, yk, sk) ke titik yang baru yaitu

(xk+1, yk+1, sk+1).

b. Menentukan Besar Langkah

Misalkan αP dan αD adalah besar langkah dan dipilih untuk menjaga

x > 0 dan y > 0. Pengambilan besar langkah menggunakan pendekatan tes rasio

yang diadaptasi dari metode simpleks, yaitu

αP = γ min
−xj

(dx)j
: (dx)j < 0

αD = γ min
−sj

(ds)j
: (ds)j < 0

dengan γ adalah faktor besar langkah (arah) dan digunakan untuk mencegah

iterasi mencapai batas. Nilai γ yang dipakai biasanya cukup dekat dengan 1.

Menurut Paul A. Jensen dan Jonathan Bard, γ yang diambil adalah 0.995 supaya

mencapai solusi dengan iterasi minimal.
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Sehingga, setelah menemukan arah Newton dan besar arah, pencarian

titik estimasi selanjutnya adalah sebagai berikut:

xk+1 = xk + αP dk
x

yk+1 = yk + αDdk
y

sk+1 = sk + αDdk
s

Selain menentukan arah Newton dan besar langkah, akan lebih efisien

jika mereduksi µ pada setiap iterasi. Jika µ diperbaharui dengan cara

µk+1 = θµk, dengan 0 < θ < 1

maka titik estimasi yang baru tetap berada pada interior daerah layak. Akan

tetapi, dalam praktek nilai θ ini tidak efisien karena µ akan bergerak lambat

dan itu berarti membutuhkan lebih banyak iterasi untuk mencapai optimal. Se-

dangkan untuk mereduksi nilai µ secara cepat, yaitu dengan mengganti nilai θ

misalnya, kemungkinan nilai estimasi yang baru keluar dari interior daerah layak.

c. Mereduksi Parameter Barrier µ

Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa pengambilan langkah Newton

mereduksi duality gap, yaitu selisih nilai fungsi tujuan primal dan dual. Di-

asumsikan x0 berada di daerah solusi layak primal dan (y0, s0) pada daerah solusi

layak dual. ”gap(0)” menunjukkan duality gap pada titik (x0, y0, s0), yaitu gap

(0) = cT x0 − bT y0. Karena memenuhi kondisi layak primal dan dual, substitusi

c = AT y0 + s0 dan b = Ax0 ke persamaan tersebut menjadi

gap (0) = (AT y0 + s0)T x0 − (Ax0)T y0 = (s0)T x0

Secara umum, di titik (xk, yk, sk), jika α diambil minimum dari αP , αD maka

parameter barrier µ adalah
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µk = (sk)T xk

n2 dengan 0 < µk+1 < µk



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Metode Primal Dual Path Following Titik

Interior

Langkah-langkah metode primal dual path following titik interior diringkaskan

sebagai berikut:

Asumsikan input adalah:

1. data dari permasalahan (A, b, c) dimana A adalah matriks m × n dengan

rank baris penuh;

2. titik awal primal dan dual adalah solusi layak x0 > 0, s0 > 0, y0;

3. kriteria berhenti ε > 0 dan faktor besar langkah γ ∈ (0, 1).

Langkah 1 (inisialisasi)

Mulai dengan titik layak awal x0 > 0, s0 > 0, y0 dan iterasi awal k = 0. Pilih

titik interior awal x0 yang memenuhi kendala primal Ax0 = b dan titik y0, s0 yang

memenuhi kendala dual AT y0 + s0 = c pemilihan titik interior dilakukan secara

acak. Tahap ini merupakan salah satu kesulitan dari metode ini jika contoh kasus

memiliki variabel dan kendala dalam jumlah besar.

Langkah 2 (tes optimalitas)

Jika (Sk)T xk < ε maka stop. Jika tidak, lanjutkan ke langkah 3.

25
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Langkah 3 (Menghitung arah Newton)

Misal

Xk = diag(xk
1, x

k
2, . . . , x

k
n)

Sk = diag(sk
1, s

k
2, . . . , s

k
n)

µk = (sk)T xk

n2

Untuk memperoleh dk
x, d

k
y, d

k
s :

dy = (−AS−1XAT )−1(AS−1µe− b− AS−1XδD)

ds = δD − AT dy

dx = S−1(µe−XSe−Xds)

Catatan: δP = 0 dan δD = 0 pada titik awal.

Langkah 4 (Mencari besar langkah)

αP = γmin
−xj

(dx)j

: (dx)j < 0

αD = γmin
−sj

(ds)j

: (ds)j < 0

Langkah 5 (Memperbaharui solusi)

Ambil langkah pada arah Newton untuk mendapat titik yang baru

xk+1 = xk + αP dk
x

yk+1 = yk + αDdk
y

sk+1 = sk + αDdk
s

k ← k + 1 dan kembali ke langkah 2.
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3.2 Diagram Alir Metode Primal Dual Path Fol-

lowing

Berdasarkan dari langkah-langkah Metode Primal Dual Path Following

Titik Interior dapat digambarkan dengan diagram alir sebagai berikut

Gambar 3.1: Diagram Alir Metode Primal Dual Path Following Titik Interior.
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3.3 Implementasi Manual

Pada subbab ini akan diberikan satu contoh implementasi metode primal

dual path following titik interior secara manual.

Contoh 3.3.1. Masalah Program linear meminimumkan

min z = −x1 − 2x2

dengan kendala −2x1 + x2 ≤ 2

−x1 + 2x2 ≤ 7

x1 + 2x2 ≤ 3

x1, x2 ≥ 0

Dengan mengubah masalah primal pada contoh diatas ke bentuk per-

samaan diperoleh

min zP = −x1 − 2x2

dengan kendala −2x1 + x2 + x3 = 2

−x1 + 2x2 + x4 = 7

x1 + 2x2 + x5 = 3

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

dan bentuk dual sebagai berikut

maks zD = 2y1 + 7y2 + 3y3

dengan kendala −2y1 − y2 + y3 + s1 = −1

y1 + 2y2 + 2y3 + s2 = −2

y1 + s3 = 0

y2 + s4 = 0

y3 + s5 = 0

s1, s2, s3, s4, s5 ≥ 0
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Setelah dikenakan metode Lagrange dan Barrier, masalah primal menjadi

min zP = −x1 − 2x2 − y1(−2x1 + x2 + x3 − 2)− y2(−x1 + 2x2 + x4 − 7)

− y3(x1 + 2x2 + x5 − 3)− µk

5∑
j=1

ln(xj) (3.1)

dan dualnya

maks zD = 2y1 + 7y2 + 3y3 − x1(−2y1 − y2 + y3 + s1 + 1)− x2(y1 + 2y2 +

2y3 + s2 + 2)− x3(y1 + s3)− x4(y2 + s4)− x5(y3 + s5) +

µk

5∑
j=1

ln(sj) (3.2)

Diketahui jumlah variabel n = 5 dan jumlah kendala m = 3.

Matriks kendala A, c, dan b adalah

A =


−2 1 1 0 0

−1 2 0 1 0

1 2 0 0 1

 ; c =



−1

−2

0

0

0


; b =


2

7

3



Kemudian dilakukan langkah-langkah berikut.

Langkah pertama adalah inisialisasi, yaitu menentukan titik awal (x0, y0, s0)

yang memenuhi semua kendala dan toleransi ε sebagai kriteria berhenti. Iterasi

k = 0, ε = 10−4 dan
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x0 =



0.5

0.5

2.5

6.5

1.5


; y0 =


−1

−1

−5

 ; s0 =



1

11

1

1

5


Langkah 2 adalah tes optimalitas, yaitu dengan menguji apakah duality gap di

titik awal telah memenuhi toleransi ε = 10−4. Jika belum, lanjut ke langkah 3,

yaitu dengan menghitung nilai µ0 untuk iterasi berikutnya.

zP = cT x0 =
(
−1 −2 0 0 0

)
×



0.5

0.5

2.5

6.5

1.5


= −1.5

zD = bT y0 =
(

2 7 3
)
×


−1

−1

−5

 = −24

duality gap = sT
0 x0 =

(
1 11 1 1 5

)
×



0.5

0.5

2.5

6.5

1.5


= 22.5

Karena duality gap 22.5 > ε = 10−4 maka lanjut ke langkah 3, diperoleh µ0 =

sT
0 x0

n2 = 22.5
25

= 0.9.

Langkah 3 adalah mencari arah newton. Sebelumnya diperlukan nilai residual

primal dan dual, yaitu δP dan δD.
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Karena di titik awal, maka δP = δD = 0.

Kondisi optimal layak primal: δP = b− Ax0 = 0.

Kondisi optimal layak dual: δD = c− AT y0 − s0 = 0.

X0 = diag(x0) =



0.5 0 0 0 0

0 0.5 0 0 0

0 0 2.5 0 0

0 0 0 6.5 0

0 0 0 0 1.5



S0 = diag(s0) =



1 0 0 0 0

0 11 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 5



Kondisi complementary slackness : X0S0e− µe =



−0.4

4.6

1.6

5.6

6.6


Maka arah newton (d0

x, d
0
y, d

0
s) diperoleh sebagai berikut

d0
y = −(AS−1

0 X0A
T )−1(AS−1

0 µ0e− b− AS−1
0 X0δ

0
D) =


0.9992

0.9338

3.0167


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d0
s = δ0

D − AT d0
y =



−0.0845

−8.9002

−0.9992

−0.9338

−3.0167



d0
x = S−1

0 (µ0e−X0d
0
s) =



0.4422

−0.0136

0.8981

0.4695

−0.4150


Langkah 4 adalah menentukan besar langkah (α0

P , α0
D) dengan faktor besar langkah

γ = 0.995 supaya iterasi minimal.

α0
P = γ ×min

−x0
j

d0
xj

< 0 = 0.995×min(−, 36.6932,−,−, 3.6146) = 3.5965

α0
D = γ × min

−s0
j

d0
sj

< 0 = 0.995 × min(11.838, 1.2359, 1.0007, 1.0709, 1.6574) =

0.9958

Maka titik yang baru (x1, y1, s1) dapat diperoleh (langkah 5), yaitu

x1 = x0 + α0
P d0

x =



0.5

0.5

2.5

6.5

1.5


+ 3.5965×



0.4422

−0.0136

0.8981

0.4695

−0.4150


=



2.0905

0.4510

5.73

8.1885

0.0075



y1 = y0 + α0
Dd0

y =


−1

−1

−5

 + 0.9958×


0.9992

0.9338

3.0167

 =


−0.0050

−0.0702

−1.9961


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s1 = s0 + α0
Dd0

s =



1

11

1

1

5


+ 0.9958×



−0.0845

−8.9002

−0.9992

−0.9338

−3.0167


=



0.9159

2.1375

0.0050

0.0702

1.9961


Kembali ke langkah 2 untuk melihat apakah solusi baru sudah optimal.

Iterasi k = 1

zP = cT x1 =
(
−1 −2 0 0 0

)
×



2.0905

0.4510

5.73

8.1885

0.0075


= −2.9925

zD = bT y1 =
(

2 7 3
)
×


−0.0050

−0.0702

−1.9961

 = −6.4896

sT
1 x1 =

(
0.9159 2.1375 0.0050 0.0702 1.9961

)
×



2.0905

0.4510

5.73

8.1885

0.0075


= 3.4971

Duality gap di titik ini 3.4971 > ε, maka lanjut ke langkah berikutnya (seperti

iterasi ke-0), diperoleh µ1 =
sT
1 x1

n2 = 3.4971
25

= 0.1399.
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Langkah 3 adalah menentukan arah newton.

X1 = diag(x1) =



2.0905 0 0 0 0

0 0.4510 0 0 0

0 0 5.73 0 0

0 0 0 8.1885 0

0 0 0 0 0.0075



S1 = diag(s1) =



0.9159 0 0 0 0

0 2.1375 0 0 0

0 0 0.0050 0 0

0 0 0 0.0702 0

0 0 0 0 1.9961



Kondisi complementary slackness : X1S1e− µe =



1.7748

0.8241

−0.1112

0.4349

−0.1249


Maka arah newton (d1

x, d
1
y, d

1
s) diperoleh sebagai berikut

d1
y = −(AS−1

1 X1A
T )−1(AS−1

1 µ1e− b− AS−1
1 X1δ

1
D) =


−0.0195

0.0529

0.8440



d1
s = δ1

D − AT d1
y =



−0.83

−1.7743

0.0195

−0.0529

−0.8440


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d1
x = S−1

1 (µ1e−X1d
1
s) =



−0.0434

−0.0112

−0.0755

−0.0210

0.0658


Langkah 4 adalah menentukan besar langkah.

α1
P = γ × min

−x1
j

d1
xj

< 0 = 0.995 × min(48.2235, 40.2673, 75.8935, 390.85,−) =

40.0659

α1
D = γ ×min

−s1
j

d1
sj

< 0 = 0.995×min(1.1035, 1.2047,−, 1.3261, 2.3651) = 1.098

Langkah 5 adalah menentukan solusi berikutnya.

x2 = x1 + α1
P d1

x =



2.0905

0.4510

5.73

8.1885

0.0075


+ 40.0659×



−0.0434

−0.0112

−0.0755

−0.0210

0.0658


=



0.3536

0.0023

2.705

7.3491

2.6419



y2 = y1 + α1
Dd1

y =


−0.0050

−0.0702

−1.9961

 + 1.098×


−0.0195

0.0529

0.8440

 =


−0.0264

−0.0121

−1.0694



s2 = s1 + α1
Dd1

s =



0.9159

2.1375

0.0050

0.0702

1.9961


+ 1.098×



−0.83

−1.7743

0.0195

−0.0529

−0.8440


=



0.0046

0.1894

0.0264

0.0121

1.0694


Kembali ke langkah 2 untuk melihat apakah solusi baru sudah optimal.



36

Iterasi k = 2

zP = cT x2 =
(
−1 −2 0 0 0

)
×



0.3536

0.0023

2.705

7.3491

2.6419


= −0.3581

zD = bT y2 =
(

2 7 3
)
×


−0.0264

−0.0121

−1.0694

 = −3.3456

sT
2 x2

(
0.9159 2.1375 0.0050 0.0702 1.9961

)
×



2.0905

0.4510

5.73

8.1885

0.0075


= 3.4971

Duality gap di titik ini 3.4971 > ε, maka lanjut ke langkah berikutnya, diperoleh

µ2 =
sT
2 x2

n2 = 3.4971
25

= 0.1399.

Langkah 3 adalah menentukan arah newton.

X2 = diag(x2) =



2.0905 0 0 0 0

0 0.4510 0 0 0

0 0 5.73 0 0

0 0 0 8.1885 0

0 0 0 0 0.0075


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S2 = diag(s2) =



0.9159 0 0 0 0

0 2.1375 0 0 0

0 0 0.0050 0 0

0 0 0 0.0702 0

0 0 0 0 1.9961



Kondisi complementary slackness : X2S2e− µe =



−0.1179

−0.1191

−0.0481

−0.0308

2.7058


Maka arah newton (d2

x, d
2
y, d

2
s) diperoleh sebagai berikut

d2
y = −(AS−1

2 X2A
T )−1(AS−1

2 µ2e− b− AS−1
2 X2δ

2
D) =


−0.0195

0.0529

0.8440



d2
s = δ2

D − AT d2
y =



−0.83

−1.7743

0.0195

−0.0529

−0.8440



d2
x = S−1

2 (µ2e−X2d
2
s) =



−0.0434

−0.0112

−0.0755

−0.0210

0.0658


Langkah 4 adalah menentukan besar langkah.

α2
P = γ × min

−x2
j

d2
xj

< 0 = 0.995 × min(48.2235, 40.2673, 75.8935, 390.85,−) =
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40.0659

α2
D = γ ×min

−s2
j

d2
sj

< 0 = 0.995×min(1.1035, 1.2047,−, 1.3261, 2.3651) = 1.098

Langkah 5 adalah menentukan solusi berikutnya.

x3 = x2 + α2
P d2

x =



2.0905

0.4510

5.73

8.1885

0.0075


+ 40.0659×



−0.0434

−0.0112

−0.0755

−0.0210

0.0658


=



0.3536

0.0023

2.705

7.3491

2.6419



y3 = y2 + α2
Dd2

y =


−0.0050

−0.0702

−1.9961

 + 1.098×


−0.0195

0.0529

0.8440

 =


−0.0264

−0.0121

−1.0694



s3 = s2 + α2
Dd2

s =



0.9159

2.1375

0.0050

0.0702

1.9961


+ 1.098×



−0.83

−1.7743

0.0195

−0.0529

−0.8440


=



0.0046

0.1894

0.0264

0.0121

1.0694


dan seterusnya, langkah-langkah sebelumnya diulangi sampai diperoleh duality

gap ≤ 10−4.

Hasil dari setiap iterasi sampai nilai zP dan zD menuju konvergen atau

dengan kata lain duality gap kurang dari toleransi yang diberikan (kriteria berhenti

= 10−4) ditampilkan pada tabel berikut.

Tabel tersebut menunjukkan 11 iterasi untuk memperoleh duality gap

≤ 10−4. Mulai dari iterasi pertama sampai iterasi terakhir, nilai zP dan zD

keduanya menuju konvergen (duality gap) mengecil ke−3, yaitu solusi optimalnya.
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Tabel 3.1 : Tabel Hasil Iterasi Pada Contoh 3.3.1

3.4 Implementasi Program

Pada subbab ini, contoh soal Subbab 3.3 akan diselesaikan dengan pro-

gram Matlab versi 7.7 (program pada Lampiran 1). Selain itu, juga akan diberikan

hasil penyelesaian masalah dengan metode primal dual path following titik interior

menggunakan program Matlab. Setelah memanggil nama program akan tampil

perintah untuk memasukkan matriks A (matriks kendala dari persamaan pri-

mal yang telah distandarisasi), b, dan c, serta kriteria berhenti dan faktor besar

langkah. Kemudian, masukkan nilai titik awal x0 > 0, s0 > 0, y0. Diketahui ma-

triks kendala A berukuran 2× 4 (jumlah baris m = 2 dan jumlah kolom n = 4).
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Berikut adalah hasil output menggunakan program MatLab 7.7 :

Hasil diperoleh pada iterasi ke 11, yaitu pada saat duality gap (selisih nilai fungsi
tujuan primal dan dual) kurang dari 10−4 (stopping criteria).
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3.5 Contoh Kasus

Pilihan atas dua jenis buah dengan perhatian terhadap kebutuhan nutrisi

yang terkandung atas buah tersebut. Misalkan buah tersebut adalah pisang dan

apel. Harga untuk pisang adalah Rp 80.000 per kg dan Rp 60.000 per kg untuk

apel. Kandungan nutrisi yang diperlukan dari kedua jenis buah tersebut adalah

kalori dan vitamin. Kandungan nutrisi dan keperluan minimal per hari yang

dibutuhkan oleh tubuh dapat diperlihatkan pada tabel berikut:

Tabel 3.1: Tabel kebutuhan nutrisi pada buah

Nutrisi
Jenis Buah

Jumlah yang Tersedia / hari
Pisang Apel

Kalori 2 1 20
Vitamin 1 2 30
Harga Rp 80.000 Rp 60.000

maka diformulasikan suatu model matematika sebagai berikut:

min zP = 8x1 + 6x2 (dalam puluh ribuan)

dengan kendala 2x1 + x2 ≥ 20

x1 + 2x2 ≥ 30

x1, x2 ≥ 0

Diketahui

x1= Jumlah buah pisang

x2= Jumlah buah apel

fungsi tujuan konsumen = membeli sejumlah buah tertentu dengan harga mini-

mum tetapi kebutuhan nutrisi terpenuhi.

Model matematika tersebut merupakan model primal. Adapun model dual dari

primal ini adalah
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maks zD = 20y1 + 30y2

dengan kendala 2y1 + y2 ≤ 8 (dalam puluh ribuan)

y1 + 2y2 ≤ 6 (dalam puluh ribuan)

y1, y2, y3 ≥ 0

Diketahui

y1 = Harga nutrien buah pisang

y2 = Harga nutrien buah apel

fungsi tujuan salesman = menentukan harga setiap nutrien sehingga keuntungan

maksimum namun harganya harus lebih murah daripada harga buah.

Maka bentuk standar masalah primal adalah

min z = 8x1 + 6x2

dengan kendala 2x1 + x2 − x3 = 2

x1 + 2x2 − x4 = 3

x1, x2, e3, e4, s5, s6 ≥ 0

dan bentuk standar dualnya menjadi

maks w = 2y1 + 3y2

dengan kendala 2y1 + y2 + s1 = 8

y1 + 2y2 + s2 = 6

−y1 + s3 = 0

−y2 + s4 = 0

y1, y2 unrestricted s1, s2, s3, s4 ≥ 0

Diketahui jumlah variabel n = 4 dan jumlah kendala m = 2. Matriks kendala

A, c, dan b adalah
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A =

 2 1 −1 0

1 2 0 −1

 ; c =


8

6

0

0


; b =

 2

3



Langkah pertama adalah inisialisasi, yaitu menentukan titik awal (x0, y0, s0)

yang memenuhi semua kendala dan toleransi ε sebagai kriteria berhenti. Iterasi

k = 0, ε = 10−4 dan

x0 =


1.2

1.6

2

1.4


; y0 =

 1

1

 ; s0 =


5

3

1

1


Kemudian masalah primal-dual diatas akan diselesaikan menggunakan

metode path following titik interior secara program dengan software Matlab 7.7.

Hasil iterasi yang diperoleh adalah sebagai berikut :

Tabel 3.3 : Tabel hasil iterasi menggunakan software Matlab 7.7

Tabel tersebut menunjukkan 8 iterasi untuk memperoleh duality gap ≤

10−4. Mulai dari iterasi pertama sampai iterasi terakhir, nilai zP dan zD keduanya

menuju konvergen ke 106.6667 yaitu solusi optimalnya. Berdasarkan solusi primal
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maka dapat diinterpretasikan bahwa untuk mendapatkan harga minimum serta

kebutuhan nutrisi terpenuhi dengan baik konsumen harus membeli 3 kg buah

pisang dan 13 kg buah apel. Sementara solusi dual dapat diinterpretasikan bahwa

untuk mendapatkan keuntungan maksimum salesman harus menawarkan harga

sebesar Rp 30.000 untuk nutrien buah pisang dan Rp 10.000 nutrien buah apel.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan teori dan metode primal dual path following titik in-

terior, dapat diambil kesimpulan sebagai berikut:

1. Metode titik interior secara umum memiliki ide mencari solusi optimal de-

ngan mengambil titik-titik interior daerah layak. Metode ini memiliki lima

langkah dalam penyelesaiannya yaitu menentukan titik layak awal, tes op-

timalitas, menghitung arah Newton, mencari besar langkah, dan memper-

baharui solusi. Metode primal dual path following titik interior digunakan

dalam mencari solusi optimalnya, yaitu dengan meminimumkan selisih nilai

fungsi tujuan primal dan dual (memperkecil duality gap sampai memenuhi

toleransi tertentu).

2. Pencarian titik-titik selanjutnya didasarkan pada kriteria pemilihan besar

langkah arah Newton sebagai berikut

αP = γ min
−xj

(dx)j

: (dx)j < 0

αD = γ min
−sj

(ds)j

: (ds)j < 0

dengan γ = 0.995 dan parameter barier µk = (sk)T xk

n2 dengan 0 < µk+1 < µk.
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3. Pembahasan dari contoh kasus menunjukkan bahwa solusi optimal dapat

diperoleh dari sebarang nilai titik awal yang memenuhi kendala. Menentu-

kan nilai titik awal yang layak merupakan kesulitan dari metode ini jika

contoh kasus memiliki variabel dan kendala dalam jumlah besar.

4.2 Saran

Untuk pengembangan metode titik interior lebih lanjut dalam mencari

solusi optimal permasalahan program linear agar menggunakan metode varian

lainnya seperti metode Affine Scaling dan metode Karmakar.
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IMPLEMENTASI ALGORITMA PDPF

DENGAN MATLAB 7.7

Berikut adalah implementasi algoritma pada komputer dengan meng-
gunakan perangkat lunak MatLab 7.7.
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