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ABSTRACT

M. AGUNG. S. N. I, 3125111214. Survival Time Component Mod-
els with using Bivariate Exponential Distribution. Thesis. Faculty of
Mathematics and Natural Science Jakarta State University. 2015.

This paper discuss some properties of the bivariate exponential distribu-
tion model. The properties are probability density function, cumulative distribu-
tion function, failure rate, marginal reliability or survival function, mean, vari-
ance, Laplace transform, and covariance. Bivariate exponential distribution does
not have joint density function because the left-hand limit is different from the
right-hand limit. The covariance of two random variables which have bivariate
exponential distribution could be obtained by applying Laplace transformation.

Keywords : survival time, reliability, bivariate exponential distribution.
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ABSTRAK

M. AGUNG. S. N. I, 3125111214. Pemodelan Waktu Hidup Kompo-
nen dengan Menggunakan Distribusi Eksponensial Bivariat. Skripsi.
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri
Jakarta. 2015.

Pada skripsi ini dibahas sifat-sifat waktu hidup komponen dengan meng-
gunakan distribusi eksponensial bivariat. Sifat-sifat yang dibahas meliputi sifat-
sifat seperti fungsi densitas probabi-litas, fungsi distribusi kumulatif, laju kega-
galan, reliabilitas marginal atau fungsi survival, mean, variansi, transformasi
Laplace, dan kovarian. Distribusi eksponensial bivariat tidak memiliki fungsi
densitas bersama karena limit kiri dan limit kanan dari fungsi distribusi kumu-
latif bersamanya berbeda. Untuk menghitung kovarian, terlebih dahulu dihitung
transformasi Laplace bersama dari distribusi eksponensial bivariat.

Kata kunci : waktu hidup, reliabilitas, distribusi eksponensial bivariat.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dalam kehidupan sehari - hari banyak dijumpai berbagai jenis sistem

yang terdiri dari beberapa komponen. Beberapa contoh sistem yang sering di-

jumpai antara lain peralatan-peralatan seperti mobil dengan komponen antara

lain (pedal gas, mesin mobil, roda penggerak), dan komputer dengan komponen

antara lain (keyboard, CPU komputer, layar monitor). Komponen-komponen

dalam sistem tersebut biasanya saling berinteraksi satu sama lain.

Baik tidaknya kinerja suatu sistem dapat dilihat dari ketahanan dan ke-

handalan waktu hidup (reliability) pada sistem tersebut. Kinerja sistem biasanya

tergantung dari kinerja komponennya. Menurut Miller (1985), kehandalan waktu

hidup (reliability) didefinisikan sebagai suatu peluang bahwa suatu sistem atau

komponen akan beroperasi selama rentang waktu tertentu, jika sistem tersebut

dioperasikan pada kondisi yang disarankan.

Secara matematis, reliabilitas variabel acak kontinu T dalam rentang

waktu t dinyatakan sebagai :

RT (t) = P (T > t)

Semakin tinggi nilai reliabilitas kinerja dari suatu sistem maka komponen dalam

sistem tersebut akan bekerja secara optimal. Komponen-komponen yang terdapat

dalam suatu sistem mungkin bisa saling independen atau tidak saling independen.
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Dalam kasus nyata, seperti bidang mesin, sering terjadi gangguan ter-

hadap komponen seperti adanya getaran yang ditimbulkan saat mesin sedang

beroperasi akibat dari pengoperasian mesin itu sendiri. Akibatnya , banyak kom-

ponen yang tidak bekerja semestinya. Diperlukan suatu perhitungan untuk mem-

perkirakan kinerja dari komponen pada mesin yang sedang beroperasi agar kompo-

nen tersebut dapat bekerja optimal. Dengan teori analisis reliabilitas yang telah

dijelaskan sebelumnya, akan ditentukan suatu model reliabilitas untuk menge-

tahui sifat-sifat dari masing-masing komponen agar dapat diketahui ketahanan

komponen dalam suatu sistem pada mesin tersebut.

Banyak peneliti yang menggunakan beberapa jenis distribusi pada bidang

statistika dalam menentukan suatu reliabilitas, antara lain distribusi eksponensial,

distribusi normal, distribusi gamma, dan lain sebagainya. Beberapa peneliti yang

telah membahas tentang konsep pengkajian reliabilitas menggunakan distribusi

kontinu, antara lain Sulong (2013) yang membahas tentang sifat-sifat reliabilitas

sistem dengan komponen yang dapat ditukar dan Hanagal (2010) yang membahas

tentang estimasi reliabilitas tekanan sebuah komponen subjektif dengan distribusi

eksponensial.

Skripsi ini membahas sifat-sifat waktu hidup komponen-komponen dalam

sistem dengan 2 komponen dengan menggunakan distribusi eksponensial bivariat

apabila waktu hidup komponen - komponennya dependen.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka perumusan masalah yang

akan dikaji adalah bagaimana sifat-sifat waktu hidup komponen-komponen dalam

sistem dengan 2 komponen dengan menggunakan distribusi eksponensial bivariat
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apabila waktu hidup komponen - komponennya dependen?

1.3 Pembatasan Masalah

Agar pemecahan masalah tidak menyimpang dari ruang lingkup pengka-

jian, maka perlu dilakukan pembatasan masalah. Adapun pembatasan masalah

dalam penulisan ini adalah:

1. Sifat-sifat waktu hidup komponen yang akan dibahas meliputi fungsi kumu-

latif, fungsi densitas, fungsi pembangkit momen, dan transformasi Laplace,

2. Distribusi yang digunakan adalah distribusi eksponensial bivariat,

3. Waktu hidup komponen dalam sistem adalah dependen dan tidak berupa

interval.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan yang ingin dicapai dalam skripsi ini adalah menentukan sifat-

sifat waktu hidup komponen-komponen dalam sistem dengan 2 komponen dengan

menggunakan distribusi eksponensial bivariat.

1.5 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari skripsi ini adalah memperoleh sifat-sifat

waktu hidup komponen-komponen dalam sistem dengan 2 komponen dengan

menggunakan distribusi eksponensial bivariat.
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1.6 Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan kajian teori dalam bidang matematika pemodelan

yang didasarkan pada buku-buku dan jurnal-jurnal tentang teori permasalahan di

bidang pemodelan matematika dan statistika reliabilitas. Referensi utama yang

digunakan salah satunya adalah buku dari Richard E. Barlow dan Frank Proschan

serta beberapa jurnal yaitu Conditional Distribution and Reliability Analysis with

Marshall-Olkin Bivariate Exponential Distribution dan Estimation of Reliability

of A Component Subjected to Bivariate Exponential Stress.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas beberapa konsep yang akan digunakan dalam

pembahasan, yaitu variabel acak kontinu, distribusi bersama variabel acak kon-

tinu, distribusi eksponensial, transformasi Laplace, dan reliabilitas.

2.1 Variabel Acak Kontinu

Misalkan T adalah waktu hidup dari sebuah komponen pada sebuah

sistem.

Definisi 2.1.1. Variabel acak T dikatakan kontinu jika fungsi distribusi kumu-

latifnya dapat dinyatakan oleh

FT (t) =

∫ t

−∞
fT (s)ds, t > 0, (2.1)

untuk suatu fungsi non negatif fT yang terintegralkan. Fungsi fT ini dinamakan

fungsi densitas probabilitas dari variabel acak T .

Sifat-sifat dari fT (t) antara lain adalah

1. Fungsi fT merupakan derivatif dari FT , yaitu

fT (t) =
d

dt
FT (t), (2.2)

5
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2. ∫ ∞

−∞
fT (t)dt = 1, (2.3)

3. Fungsi fT (t) adalah kontinu sebagian-sebagian,

4. Probabilitas

P (a < T < b) =

∫ b

a

fT (t)dt = FT (b)− FT (a) (2.4)

Karena

P (a < T < b) =

∫ b

a

fT (t)dt

=

∫ b

−∞
fT (t)dt−

∫ a

−∞
fT (t)dt

= FT (b)− FT (a).

Untuk variabel acak kontinu berlaku juga

P (a < T < b) = P (a ≤ T < b) = P (a < T ≤ b) = P (a ≤ T ≤ b).

Definisi 2.1.2. Fungsi pembangkit momen dari variabel acak kontinu T didefi-

nisikan sebagai

MT (u) = E(eut) =

∫ ∞

−∞
eutfT (t)dt (2.5)

Definisi 2.1.3. Misalkan T sebagai variabel acak kontinu dengan fungsi pem-

bangkit momen MT (u). Maka pada saat u = 0 berlaku

E(T k) =
dk

duk
MT (u)|u=0 (2.6)
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2.2 Distribusi Bersama Variabel Acak Kontinu

Misalkan T1 dan T2 masing - masing waktu hidup dari komponen 1 dan

komponen 2 dari sebuah sistem.

Definisi 2.2.1. Variabel acak T1 dan T2 dikatakan kontinu jika fungsi distribusi

kumulatif bersamanya dapat dinyatakan oleh

FT1,T2(t1, t2) = P (T1 ≤ t1, T2 ≤ t2) =

∫ t2

−∞

∫ t1

−∞
fT1,T2(s1, s2)ds1ds2. (2.7)

Dalam kasus kontinu berlaku

P (a < T1 < b, c < T2 < d) = P (a ≤ T1 < b, c ≤ T2 < d)

= P (a < T1 ≤ b, c < T2 ≤ d)

= P (a ≤ T1 ≤ b, c ≤ T2 ≤ d)

Sifat dari PDF bersama pada dua variabel acak kontinu yang saling independen

memenuhi

fT1,T2(t1, t2) =
d2

dt1dt2
FT1,T2(t1, t2)

=
d

dt1
FT1(t1) ·

d

dt2
FT2(t2)

= fT1(t1)fT2(t2).

Sifat dari CDF bersama pada dua variabel acak kontinu yang saling independen

memenuhi
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FT1,T2(t1, t2) =

∫ t2

−∞

∫ t1

−∞
fT1,T2(s1, s2)ds1ds2

=

∫ t1

−∞
fT1(s1)ds1 ·

∫ t2

−∞
fT2(s2)ds2

= P (T1 ≤ t1)P (T2 ≤ t2)

= FT1(t1)FT2(t2).

Sifat dari fungsi pembangkit momen bersama dua variabel acak kontinu yang

saling independen memenuhi

MT1,T2(u1, u2) = E(eu1t1+u2t2)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
eu1t1+u2t2fT1,T2(t1, t2)dt1dt2

=

∫ ∞

−∞
eu1t1fT1(t1)dt1 ·

∫ ∞

−∞
eu2t2fT2(t2)dt2

= MT1(u1)MT2(u2)

dan pada saat u1 = 0 dan u2 = 0 berlaku

E(T k
1 T l

2) =
dk+l

duk
1dul

2

MT1T2(u1, u2)|u1=u2=0.

2.3 Transformasi Laplace

Definisi 2.3.1. Diberikan fT (t) fungsi kontinu pada [0,∞). Transformasi Laplace

dari fungsi fT didefinisikan oleh

f̂T (s) =

∫ ∞

0

e−stfT (t)dt (2.8)
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Daerah asal dari f̂T (s) adalah semua nilai dari s yang mana integral tersebut ada.

Sebagai catatan bahwa integral tersebut merupakan integral tak wajar. Lebih

tepatnya diberikan oleh

f̂T (s) =

∫ ∞

0

e−stfT (t)dt

= lim
N−→∞

∫ N

0

e−stfT (t)dt

jika limitnya ada. Sifat dari transformasi Laplace bersama dari fungsi f(s1, s2)

yang saling independen adalah

f̂T1,T2(s1, s2) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−s1t1−s2t2fT1,T2(t1, t2)dt1dt2

=

∫ ∞

0

e−s1t1fT1(t1)dt1 ·
∫ ∞

0

e−s2t2fT2(t2)dt2

= f̂T1(s1)f̂T2(s2).

2.4 Distribusi Eksponensial

Definisi 2.4.1. Variabel acak kontinu T dikatakan berdistribusi eksponensial jika

fungsi densitas probabilitasnya dapat dinyatakan sebagai

fT (t) = λe−λt, (2.9)

dengan λ > 0, dan t > 0 dan fT (t) = 0 untuk t ≤ 0.

Fungsi distribusi kumulatif eksponesial dari T adalah

FT (t) =

∫ t

0

fT (t)dt

= 1− e−λt, t > 0
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Fungsi pembangkit momen eksponesial dari T adalah

MT (u) =

∫ ∞

0

eutfT (t)dt

= λeute−λt

= λe−(λ−u)t, λ− u > 0

=
λ

λ− u
, u < λ.

Transformasi Laplace eksponensial dari T adalah

f̂T (s) =

∫ ∞

0

e−stfT (t)dt

= λe−ste−λt

= λe−(s+λ)t, s + λ > 0

=
λ

s + λ
, s < −λ.

2.5 Distribusi Eksponensial Bivariat untuk Ka-

sus Independen

Distribusi eksponensial bivariat merupakan distribusi dengan 2 para-

meter, dengan kata lain 2 variabel yang diamati. Misalkan T1 dan T2 berturut

- turut adalah variabel acak yang berdistribusi eksponensial dengan parameter

λ1 > 0 dan λ2 > 0 dengan fungsi probabilitas densitasnya adalah

fT1(t1) = λ1e
−λ1t1 , (2.10)
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dan

fT2(t2) = λ2e
−λ2t2 . (2.11)

Jika T1 dan T2 saling independen maka fungsi densitas bersama dari T1 dan T2

adalah

fT1,T2(t1, t2) = fT1(t1)fT2(t2)

= (λ1e
−λ1t1) · (λ2e

−λ2t2)

= λ1λ2e
−λ1t1−λ2t2 ,

dengan λ1, λ2 > 0, dan t1, t2 > 0. Fungsi distribusi kumulatif bersama dari T1

dan T2 adalah

FT1,T2(t1, t2) = FT1(t1)FT2(t2)

= (1− e−λ1t1) · (1− e−λ2t2)

= 1− e−λ1t1 − e−λ2t2 + e−λ1t1−λ2t2 , t1, t2 > 0

Fungsi pembangkit momen bersama dari T1 dan T2 adalah

MT1,T2(u1, u2) = MT1(u1)MT2(u2)

= (
λ1

λ1 − u1

) · ( λ2

λ2 − u2

)

=
λ1λ2

(λ1 − u1)(λ2 − u2)
, u1 < λ1; u2 < λ2.

Transformasi Laplace bersama dari T1 dan T2 adalah
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f̂T1,T2(s1, s2) = f̂T1(s1)f̂T2(s2)

= (
λ1

s1 + λ1

) · ( λ2

s2 + λ2

)

=
λ1λ2

(s1 + λ1)(s2 + λ2)
, s1 < −λ1; s2 < −λ2.

2.6 Reliabilitas

Reliabilitas atau keandalan dapat didefinisikan sebagai nilai probabilitas

bahwa suatu komponen dalam sistem akan sukses menjalani fungsinya, dalam

jangka waktu tertentu dan kondisi operasi yang disarankan. Keandalan dapat

dirumuskan sebagai integral dari distribusi probabilitas suksesnya operasi suatu

komponen dalam sistem, sejak waktu mulai beroperasi (switch on) sampai dengan

terjadinya kegagalan (failure) pertama. Reliabilitas dapat diukur dengan berbagai

cara yang berbeda, tergantung pada situasi tertentu, misalnya:

1. Probabilitas bahwa komponen tidak rusak dalam interval waktu (0, t] (proba-

bilitas hidup).

2. Ekspektasi waktu kegagalan atau Mean Time to Failure (MTTF).

3. Probabilitas bahwa komponen dapat berfungsi pada waktu t (availabilitas

pada waktu t).

2.6.1 Waktu Kegagalan

Waktu kegagalan dari sebuah komponen diartikan sebagai waktu yang

dilalui sejak komponen mulai berfungsi hingga komponen tersebut rusak untuk
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yang pertama kalinya. Titik waktu awal yang ditentukan adalah t = 0. Sebelum-

nya telah dibahas bahwa variabel acak T berdistribusi kontinu, sehingga fungsi

densitas probabilitas untuk waktu kegagalan didefinisikan sebagai

fT (t) =
d

dt
FT (t) = lim

∆t→0

FT (t + ∆t)− FT (t)

∆t

= lim
∆t→0

P (t < T ≤ t + ∆t)

∆t
.

2.6.2 Fungsi Reliabilitas

Definisi 2.6.1. Fungsi reliabilitas dari variabel acak kontinu T didefinisikan se-

bagai

RT (t) = P (T > t) (2.12)

Hubungan antara fungsi reliabilitas dan fungsi distribusi kumulatif diberikan oleh

∫ ∞

−∞
fT (t)dt = P (T ≤ t) + P (T > t) = FT (t) + RT (t).

Contoh: Diberikan fungsi reliabilitas sebagai berikut :

RT (t) =

 e−λt ; t ≥ 0,

0 ; t < 0.

fungsi reliabilitas tersebut juga dapat diamati melalui grafik. Seperti yang di-

tunjukkan oleh grafik fungsi reliabilitas dibawah ini Berdasarkan grafik tersebut,

dapat disimpulkan bahwa fungsi reliabilitas memiliki beberapa sifat, yaitu :

1. Grafik tidak monoton naik,

2. Nilai dari R(0) = 1 dan R(∞) = 0, dan
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Gambar 2.1: Grafik fungsi reliabilitas

3. Saat kondisi komponen masih baru, komponen tersebut mampu mengelu-

arkan kinerja maksimal. Namun semakin lama komponen tersebut digu-

nakan, maka kinerja komponen tersebut semakin berkurang.

2.6.3 Fungsi Laju Kegagalan

Probabilitas bahwa sebuah komponen akan rusak dalam interval waktu

(t, t + ∆t] apabila diketahui bahwa komponen tersebut berfungsi pada waktu t

adalah

P (t < T ≤ t + ∆t|T > t) =
P (t < T ≤ t + ∆t)

P (T > t)
=

FT (t + ∆t)− FT (t)

RT (t)

Dengan membagi probabilitas tersebut oleh panjang interval waktu ∆t, dan mengam-

bil ∆t → 0, maka didapat fungsi laju kegagalan λ(t) komponen adalah
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λ(t) = lim
∆t→0

P (t < T ≤ t + ∆t|T > t)

∆t

= lim
∆t→0

P (t < T ≤ t + ∆t)

RT (t)

1

∆t

= lim
∆t→0

P (t < T ≤ t + ∆t)

∆t

1

RT (t)

=
fT (t)

RT (t)
.

2.6.4 Ekspektasi Waktu Kegagalan

Ekspektasi waktu kegagalan dari sebuah komponen didefinisikan oleh

E(T ) =

∫ ∞

0

tfT (t)dt. (2.13)

Karena

fT (t) =
d

dt
FT (t) =

d

dt
(1−RT (t)) = −R′T (t),

maka

E(T ) = −
∫ ∞

0

tR′T (t)dt.

Dengan menggunakan integral parsial, diperoleh

E(T ) = −
∫ ∞

0

tR′T (t)dt

= −[[tRT (t)]∞0 −
∫ ∞

0

RT (t)dt]

= −[tRT (t)]∞0 +

∫ ∞

0

RT (t)dt
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Jika E(T) < ∞, maka [tRT (t)]∞0 = 0, sehingga

E(T ) =

∫ ∞

0

RT (t)dt. (2.14)

Selain itu, E(T ) dari sebuah komponen juga dapat ditemukan dengan mengguna-

kan transformasi Laplace. Transformasi Laplace dari fungsi reliabilitas RT (t)

adalah

f̂T (s) =

∫ ∞

0

e−stRT (t)dt

Untuk s = 0, diperoleh

f̂T (0) =

∫ ∞

0

RT (t)dt = E(T )

Jadi, E(T ) dapat dicari dengan menggunakan transformasi Laplace f̂T (s) dari

fungsi reliabilitas RT (t), dengan menetapkan s = 0.

2.6.5 Reliabilitas Sistem dengan Komponen Independen

Fungsi reliabilitas bersama dari variabel acak kontinu T1 dan T2 yang

saling independen memenuhi

RT1,T2(s1, s2) = P (T1 > s1, T2 > s2)

= e−(λ1s1+λ2s2)

= e−λ1s1−λ2s2

= e−λ1s1 · e−λ2s2
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= P (T1 > s1)P (T2 > s2)

= RT1(s1)RT2(s2).



BAB III

PEMBAHASAN

Pada analisis reliabilitas, sering dijumpai bahwa lama waktu hidup kom-

ponen tidak saling independen. Ketidakindependenan lama waktu hidup dapat

disebabkan misalnya oleh adanya gangguan dari luar sistem. Distribusi bersama

dari lama waktu hidup komponen dapat mengikuti suatu distribusi tertentu.

Pada bab ini akan dibahas tentang lama waktu hidup sistem dengan dua

komponen yang tidak saling independen dan berdistribusi eksponensial bivariat.

3.1 Distribusi Eksponensial Bivariat untuk Ka-

sus Dependen

Misalkan T1 dan T2 masing-masing adalah lama waktu hidup kompo-

nen 1 dan komponen 2 dari sebuah sistem. Variabel acak T1 dan T2 dikatakan

memiliki distribusi bersama eksponensial bivariat jika fungsi survival bersamanya

berbentuk persamaan (Barlow, Richard. E dan Frank Proschan, 1975)

R(t1, t2) = P (T1 > t1, T2 > t2) = e−λ1t1−λ2t2−λ12maks(t1,t2) (3.1)

dimana λ1 > 0, λ2 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0, dan t2 ≥ 0.

18
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3.1.1 Reliabilitas Marginal/Fungsi Survival

Untuk menentukan fungsi distribusi kumulatif marginal dari T1 dan T2

dapat diperoleh terlebih dahulu dengan menentukan fungsi survival marginal dari

T1 dan T2. Perhatikan bahwa

R(t1, 0) = P (T1 > t1, T2 > 0)

= P (T1 > t1)

= RT1(t1)

dan

R(0, t2) = P (T1 > 0, T2 > t2)

= P (T2 > t2)

= RT2(t2).

Jadi

RT1(t1) = R(t1, 0) dan RT2(t2) = R(0, t2). (3.2)

Dengan hasil di atas jika pada persamaan (3.1) t2 = 0 diperoleh

RT1(t1) = R(t1, 0)

= e−λ1t1−λ2(0)−λ12maks(t1,0)

= e−λ1t1−λ12t1

= e−(λ1+λ12)t1 .
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Secara serupa diperoleh

RT2(t2) = R(0, t2)

= e−λ1(0)−λ2t2−λ12maks(0,t2)

= e−λ2t2−λ12t2

= e−(λ2+λ12)t2 .

3.1.2 Fungsi Distribusi Kumulatif Marginal dan Fungsi Dis-

tribusi Kumulatif Bersama

Pada bagian sebelumnya telah diperoleh RT1(t1) dan RT2(t2). Fungsi

ditribusi kumulatif marginal dari T1 dan T2 dapat diperoleh sebagai berikut

FT1(t1) = 1−RT1(t1) = 1− e−(λ1+λ12)t1 (3.3)

dan

FT2(t2) = 1−RT2(t2) = 1− e−(λ2+λ12)t2 . (3.4)

Untuk menentukan fungsi distribusi kumulatif bersama dari T1 dan T2 dapat

menggunakan persamaan (Barlow, Richard. E dan Frank Proschan, 1975)

P (T1 > t1, T2 > t2) = R(t1, t2) = 1− FT1(t1)− FT2(t2) + F (t1, t2). (3.5)

Dengan menggunakan persamaan tersebut dan melakukan substitusi persamaan

(3.1), (3.3) dan (3.4) pada persamaan (3.5) diperoleh fungsi distribusi kumulatif
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bersama dari T1 dan T2 yaitu

F (t1, t2) = R(t1, t2) + FT1(t1) + FT2(t2)− 1

= e−λ1t1−λ2t2−λ12maks(t1,t2) + 1− e−(λ1+λ12)t1 + 1− e−(λ2+λ12)t2 − 1

= e−λ1t1−λ2t2−λ12maks(t1,t2) − e−(λ1+λ12)t1 − e−(λ2+λ12)t2 + 1, t1 ≥ 0, t2 ≥ 0.

3.1.3 Fungsi Densitas Marginal dan Fungsi Densitas Bersama

Fungsi densitas dari T1 dapat diperoleh dari derivatif pertama fungsi

kumulatifnya. Fungsi densitas marginal dari T1 adalah

fT1(t1) =
dFT1(t1)

dt1
= (λ1 + λ12)e

−(λ1+λ12)t1 , t1 ≥ 0. (3.6)

Dari persamaan ini dapat disimpulkan bahwa T1 berdistribusi eksponensial dengan

parameter λ1 + λ12. Secara serupa diperoleh

fT2(t2) =
dFT2(t2)

dt2
= (λ2 + λ12)e

−(λ2+λ12)t2 , t2 ≥ 0. (3.7)

Jadi, fungsi densitas marginal dari T2 juga berdistribusi eksponensial dengan pa-

rameter λ2 + λ12.

Fungsi densitas bersama dari T1 dan T2 tidak dapat ditentukan dengan persamaan

f(t1, t2) =
∂2F (t1, t2)

∂t1∂t2

Hal ini karena untuk kasus t1 > t2, F (t1, t2) berbentuk

F (t1, t2) = e−λ1t1−λ2t2−λ12t1 − e−(λ1+λ12)t1 − e−(λ2+λ12)t2 + 1.
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Sebagai akibatnya

lim
t2→t−1

f(t1, t2) = lim
t2→t−1

∂2F (t1, t2)

∂t1∂t2
= [λ2(λ1 + λ12)] e−λ1t1−λ2t1−λ12t1

Sebaliknya untuk kasus t1 < t2, F (t1, t2) berbentuk

F (t1, t2) = e−λ1t1−λ2t2−λ12t2 − e−(λ1+λ12)t1 − e−(λ2+λ12)t2 + 1.

Sebagai akibatnya

lim
t2→t+1

f(t1, t2) = lim
t2→t+1

∂2F (t1, t2)

∂t1∂t2
= [λ1(λ2 + λ12)] e−λ1t1−λ2t1−λ12t1

Ternyata dari kedua kasus tersebut diperoleh hasil yang berbeda sehingga da-

pat disimpulkan bahwa limt2→t−1
f(t1, t2) 6= limt2→t+1

f(t1, t2). Dengan demikian

f(t1, t2) tidak ada.

3.1.4 Fungsi Laju Kegagalan

Fungsi laju kegagalan T1 dan T2 yaitu

λT1(t1) =
fT1(t1)

RT1(t1)

=
(λ1 + λ12)e

−(λ1+λ12)t1

e−(λ1+λ12)t1

= λ1 + λ12, λ1 > 0, λ12 > 0.

Secara serupa diperoleh

λT2(t2) =
fT2(t2)

RT2(t2)
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=
(λ2 + λ12)e

−(λ2+λ12)t2

e−(λ2+λ12)t2

= λ2 + λ12, λ2 > 0, λ12 > 0.

3.2 Sifat-sifat Distribusi Eksponensial Bivariat

untuk Kasus Dependen

Pada pembahasan sebelumnya, telah didapatkan beberapa distribusi marginal

dari distrbusi eksponensial bivariat untuk reliabilitas pada kasus dependen. Distribusi-

distribusi marginal tersebut diantaranya

1. fT1(t1) = (λ1 + λ12)e
−(λ1+λ12)t1 , λ1 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0.

2. fT2(t2) = (λ2 + λ12)e
−(λ2+λ12)t2 , λ2 > 0, λ12 > 0, t2 ≥ 0.

3. FT1(t1) = 1− e−(λ1+λ12)t1 , λ1 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0.

4. FT2(t2) = 1− e−(λ2+λ12)t2 , λ2 > 0, λ12 > 0, t2 ≥ 0.

5. P [T1 > t1] = RT1(t1) = e−(λ1+λ12)t1 , λ1 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0.

6. P [T2 > t2] = RT2(t2) = e−(λ2+λ12)t2 , λ2 > 0, λ12 > 0, t2 ≥ 0.

3.2.1 Mean dan Variansi

Berdasarkan distribusi marginal dari fungsi-fungsi tersebut dan dengan

menggunakan distribusi eksponensial bivariat, dapat ditentukan juga mean dan

variansi untuk kasus dependen. Meannya dari T1 dan T2 adalah
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E(T1) =

∫ ∞

0

t1fT1(t1)dt1

=

∫ ∞

0

t1[−(λ1 + λ12)e
−(λ1+λ12)t1 ]dt1

=
1

−(λ1 + λ12)
[−(λ1 + λ12)t1 − 1]e−(λ1+λ12)t1|∞0

=
−1

−(λ1 + λ12)

=
1

λ1 + λ12

dan

E(T2) =

∫ ∞

0

t2fT2(t2)dt2

=

∫ ∞

0

t2[−(λ2 + λ12)e
−(λ2+λ12)t2 ]dt2

=
1

−(λ2 + λ12)
[−(λ2 + λ12)t2 − 1]e−(λ2+λ12)t2|∞0

=
−1

−(λ2 + λ12)

=
1

λ2 + λ12

Sedangkan E(T 2
1 ) dan E(T 2

2 ) yang merupakan momen dari T1 dan T2 adalah

E(T 2
1 ) =

∫ ∞

0

t21fT1(t1)dt1

=

∫ ∞

0

t21[−(λ1 + λ12)e
−(λ1+λ12)t1 ]dt1

=
−2

−(λ1 + λ12)2
[−(λ1 + λ12)t1 − 1]e−(λ1+λ12)t1|∞0
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=
2

−(λ1 + λ12)2

=
2

(λ1 + λ12)2

dan

E(T 2
2 ) =

∫ ∞

0

t22fT2(t2)dt2

=

∫ ∞

0

t22[−(λ2 + λ12)e
−(λ2+λ12)t2 ]dt2

=
−2

−(λ2 + λ12)2
[−(λ2 + λ12)t2 − 1]e−(λ2+λ12)t2|∞0

=
2

−(λ2 + λ12)2

=
2

(λ2 + λ12)2

Variansinya dari T1 dan T2 adalah

V ar(T1) = E(T 2
1 )− [E(T1)]

2

=
2

(λ1 + λ12)2
− [

1

λ1 + λ12

]2

=
1

(λ1 + λ12)2

dan

V ar(T2) = E(T 2
2 )− [E(T2)]

2

=
2

(λ2 + λ12)2
− [

1

λ2 + λ12

]2

=
1

(λ2 + λ12)2
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Karena mean dan varians dari T1 dan T2 telah diperoleh, maka selanjutnya adalah

menentukan transformasi Laplace dan kovarian dengan menggunakan hasil terse-

but.

3.2.2 Transformasi Laplace

Berdasarkan hasil yang telah didapat sebelumnya, untuk menentukan

transformasi Laplace dari distribusi eksponensial bivariat digunakan teorema (Bar-

low, Richard. E dan Frank Proschan, 1975) sebagai berikut :

Teorema 3.2.1. Jika F adalah fungsi distribusi kumulatif bersama dan G fungsi

ditribusi eksponensial demikian sehingga G(0, y) ≡ 0 ≡ G(x, 0), maka

∫ ∞

0

∫ ∞

0

G(x, y)dF (x, y) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

R(x, y)dG(x, y). (3.8)

Dengan menggunakan teorema tersebut diperoleh transformasi Laplace dari F (t1, t2)

adalah

F̂T1T2(s1, s2) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−s1t1−s2t2dF (t1, t2)

Dengan memisalkan G(t1, t2) = e−s1t1−s2t2 , maka dengan menggunakan rumus

(3.8) dan (3.1) diperoleh
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F̂T1T2(s1, s2) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λ1t1−λ2t2−λ12maks(t1,t2)d(e−s1t1−s2t2)

=

∫ ∞

t2=0

∫ t2

t1=0

e−λ1t1−λ2t2−λ12t1d(e−s1t1−s2t2)

+

∫ ∞

t1=0

∫ t1

t2=0

e−λ1t1−λ2t2−λ12t2d(e−s1t1−s2t2)

=

∫ ∞

t2=0

∫ t2

t1=0

(λ1 + λ12)e
−(λ1+λ12+s1)t1 · e−(λ2+s2)t2dt1dt2

+

∫ ∞

t1=0

∫ t1

t2=0

(λ2 + λ12)e
−(λ2+λ12+s2)t2 · e−(λ1+s1)t2dt2dt1

=

∫ ∞

t2=0

(λ1 + λ12)

(λ1 + λ12 + s1)
e−(λ1+λ12+s1+λ2+s2)t2dt2

+

∫ ∞

t1=0

(λ2 + λ12)

(λ2 + λ12 + s2)
e−(λ2+λ12+s2+λ1+s1)t1dt1

=

∫ ∞

t2=0

(λ1 + λ12)

(λ1 + λ12 + s1)
e−(λ1+λ12+s1+λ2+s2)t2 − (λ1 + λ12)

(λ1 + λ12 + s1)
dt2

+

∫ ∞

t1=0

(λ2 + λ12)

(λ2 + λ12 + s2)
e−(λ2+λ12+s2+λ1+s1)t1 − (λ2 + λ12)

(λ2 + λ12 + s2)
dt1

=

∫ ∞

t2=0

(λ1 + λ12)

(λ1 + λ12 + s1)
e−(λ+s1+s2)t2 − (λ1 + λ12)

(λ1 + λ12 + s1)
dt2

+

∫ ∞

t1=0

(λ2 + λ12)

(λ2 + λ12 + s2)
e−(λ+s1+s2)t1 − (λ2 + λ12)

(λ2 + λ12 + s2)
dt1

=
(λ1 + λ12)

(λ1 + λ12 + s1)
· 1

(λ + s1 + s2)
− (λ1 + λ12)

(λ1 + λ12 + s1)

+
(λ2 + λ12)

(λ2 + λ12 + s2)
· 1

(λ + s1 + s2)
− (λ2 + λ12)

(λ2 + λ12 + s2)

=
(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)(λ + s1 + s2) + (−s1)(−s2)[λ− (λ1 + λ2)]

(λ + s1 + s2)(λ1 + λ12 + s1)(λ2 + λ12 + s2)

=
(λ + s1 + s2)(λ1 + λ12)(λ2 + λ12) + s1s2λ12

(λ + s1 + s2)(λ1 + λ12 + s1)(λ2 + λ12 + s2)
.
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3.2.3 Kovarian

Berdasarkan hasil dari transformasi Laplace sebelumnya, untuk menentu-

kan kovarian dari T1 dan T2 adalah dengan menderivatifkan hasil transformasi

Laplace dan mengganti s1 = s2 = 0. Untuk mencari ∂F̂ (s1,s2)
∂s1

, misalkan

u = (λ + s1 + s2)(λ1 + λ12)(λ2 + λ12) + s1s2λ12

dan

v = (λ + s1 + s2)(λ1 + λ12 + s1)(λ2 + λ12 + s2)

maka

u′ = (λ1 + λ12)(λ2 + λ12) + s2λ12

dan

v′ = (λ2 + λ12 + s2)(λ1 + λ12 + 2s1 + λ + s2).

Sebagai akibatnya

∂F̂ (s1, s2)

∂s1

=
u′v − uv′

v2

=
(λ + s1 + s2)(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)(λ1 + λ12 + s1 + s2λ12 − 1)

(λ2 + λ12 + s2)[(λ + s1 + s2)(λ1 + λ12 + s1)]2

+
(s1s2)(λ1 + λ12 + 2s1 + λ + s2)

(λ2 + λ12 + s2)[(λ + s1 + s2)(λ1 + λ12 + s1)]2
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Selanjutnya untuk mencari ∂2F̂ (s1,s2)
∂s1∂s2

, misalkan

u = (λ + s1 + s2)(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)(λ1 + λ12 + s1 + s2λ12 − 1)

+ (s1s2)(λ1 + λ12 + 2s1 + λ + s2)

dan

v = (λ2 + λ12 + s2)[(λ + s1 + s2)(λ1 + λ12 + s1)]
2

maka

u′ = (λ1 + λ12)(λ2 + λ12)[λ1 + λ12 + s1 + s2λ12 − 1 + λ12(λ + s1 + s2)]

+ s1(λ1 + λ12 + 2s1 + λ + 2s2)

dan

v′ = (λ1 + λ12 + s1)
2[(λ + s1 + s2)

2 + 2(λ2 + λ12 + s2)(λ + s1 + s2)].

Sebagai akibatnya

∂2F̂ (s1, s2)

∂s1∂s2

=
u′v − uv′

v2

=
(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)(λ1 + λ12 + s1 + s2λ12 − 1 + d)

(λ1 + λ12 + s1)2[(λ2 + λ12 + s2)(λ + s1 + s2)2]2

+
s1(λ1 + λ12 + 2s1 + λ + 2s2)− (λ1 + λ12)(λ2 + λ12)(λ1 + λ12 + s1 + s2λ12 − 1)

(λ1 + λ12 + s1)2[(λ2 + λ12 + s2)(λ + s1 + s2)2]2

+
s1s2(λ1 + λ12 + 2s1 + λ + s2) + (λ + s1 + s2) + 2s1(λ2 + λ12 + s2)(λ + s1 + s2)

(λ1 + λ12 + s1)2[(λ2 + λ12 + s2)(λ + s1 + s2)2]2
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+
(λ + s1 + s2) + 2s1(λ2 + λ12 + s2)(λ + s1 + s2)

(λ1 + λ12 + s1)2[(λ2 + λ12 + s2)(λ + s1 + s2)2]2
.

Dengan demikian

E(T1T2) =
∂2F̂ (s1, s2)

∂s1∂s2

|s1=s2=0

=
((λ1 + λ12)(λ2 + λ12))(λ

3)[(λ1 + λ12 − 1)− (λ1 + λ12 − 1) + (λ + λ12)]

λ4(λ1 + λ12)2(λ2 + λ12)2

=
λ + λ12

λ(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)
.

Karena diperhitungan sebelumnya telah diperoleh

E(T1) =
1

λ1 + λ12

, λ1 > 0, λ12 > 0

dan

E(T2) =
1

λ2 + λ12

, λ2 > 0, λ12 > 0

maka kovarian dari T1, T2 adalah

Cov(T1, T2) = E(T1T2)− [E(T1)E(T2)]

=
λ + λ12

λ(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)
− [

1

λ1 + λ12

· 1

λ2 + λ12

]

=
λ + λ12 − λ

λ(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)

=
λ12

λ(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)
.
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3.3 Contoh Aplikasi

Dalam kasus nyata, seperti pada bidang mesin, sering terjadi gangguan

terhadap komponen seperti adanya getaran yang ditimbulkan saat mesin sedang

beroperasi akibat dari pengoperasian mesin itu sendiri. Akibatnya , banyak kom-

ponen yang tidak bekerja semestinya. Sebagai contoh, seseorang sedang meng-

operasikan mesin traktor, dimana didalam mesin traktor tersebut terdiri atas

berbagai komponen yang saling berinteraksi satu sama lain. Saat traktor terse-

but dioperasikan, timbul berbagai macam getaran akibat perputaran pada mesin

traktor yang mempengaruhi kinerja dari komponen-komponen didalamnya. Di-

mana saat motor penggerak (pulli) bergetar dan penyalur putaran (gardang) ikut

bergetar karena mentransmisikan putaran serta kipas pendingin yang bekerja dan

menghasilkan getaran, mempengaruhi as roda dan radiator saat bekerja di waktu

yang sama. Seperti dapat dilihat pada ilustrasi berikut

Gambar 3.1: Gambar Ilustrasi

Karena terdapat tiga sumber getaran yang dapat mempengaruhi 2 komponen

dalam mesin traktor tersebut dan anggap bahwa parameter dari ketiga sumber

getaran tersebut adalah λ, maka berdasarkan ilustrasi tersebut dapat dilihat bah-

wa sumber getaran 1 (gardang) dapat merusak komponen 1 (as roda) dan terjadi
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pada waktu acak U1 dimana U1 berdistribusi eksponensial dengan rate λ1, yaitu

P [U1 > t] = e−λ1t, t > 0. Sumber getaran 2 (kipas pendingin) dapat merusak

komponen 2 (radiator) dan terjadi pada waktu acak U2 dimana U2 berdistribusi

eksponensial dengan rate λ2, yaitu P [U2 > t] = e−λ2t, t > 0. Terakhir, sumber

getaran 3 (mesin penggerak) dapat merusak kedua komponen yaitu as roda dan

radiator secara bersamaan dan terjadi pada waktu acak U12 dimana U12 berdis-

tribusi eksponensial dengan rate λ12, yaitu P [U12 > t] = e−λ12t, t > 0. Dengan

demikian, lama waktu hidup T1 dari komponen 1 memenuhi

T1 = min(U1, U12),

sehingga

P (T1 > t1) = P (min(U1, U12) > t1)

= P (U1 > t1, U12 > t1)

= e−λ1t1−λ12t1

= e−(λ1+λ12)t1

berdistribusi eksponensial. Lama waktu hidup T2 dari komponen 2 memenuhi

T2 = min(U2, U12)

sehingga

P (T2 > t2) = P (min(U2, U12) > t2)

= P (U2 > t2, U12 > t2)
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= e−λ2t2−λ12t2

= e−(λ2+λ12)t2

berdistribusi eksponensial. Sebagai akibatnya probabilitas survival bersamanya

(joint survival probability) memenuhi

R(t1, t2) = P [T1 > t1, T2 > t2] = e−λ1t1−λ2t2−λ12maks(t1,t2) (3.9)

untuk λ1 > 0, λ2 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0, dan t2 ≥ 0.

Jika sumber getaran 1 (gardang), 2 (kipas pendingin), dan 3 (motor penggerak)

pada mesin traktor tersebut berturut-turut bergetar selama 6 jam, 8 jam, dan

10 jam dalam satu hari, maka rate λ1 = 1
6
, λ2 = 1

8
, dan λ12 = 1

10
serta λ =

λ1 + λ2 + λ12 = 47
120

. Dijelasan pada grafik berikut

Gambar 3.2: Grafik Eksponensial Ketiga Sumber Getaran

Dengan demikian, berdasarkan teori yang telah dijelaskan sebelumnya, maka
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mean dari komponen T1 dan T2 adalah

E(T1) =
1

λ1 + λ12

=
1

1
6

+ 1
10

= 3, 75 jam

dan

E(T2) =
1

λ2 + λ12

=
1

1
8

+ 1
10

= 4, 44 jam.

Berdasarkan hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa mean lama waktu hidup

komponen T1 adalah sebesar 3,75 jam dan mean lama waktu hidup komponen T2

adalah sebesar 4,44 jam. Selanjutnya, variansi dan standar deviasi dari komponen

T1 dan T2 adalah

V ar(T1) =
1

(λ1 + λ12)2

=
1

(1
6

+ 1
10

)2

= 14, 062 jam2

Std(T1) =
√

V ar(T1)

=

√
14, 062 jam2

= 3, 75 jam
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dan

V ar(T2) =
1

(λ2 + λ12)2

=
1

(1
8

+ 1
10

)2

= 19, 753 jam2

Std(T2) =
√

V ar(T2)

=

√
19, 753 jam2

= 4, 44 jam.

Berdasarkan hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa terdapat perbedaan keraga-

man nilai rate diantara sumber getaran. Terakhir, kovarian dari kedua komponen

adalah

Cov(T1, T2) =
λ12

λ(λ1 + λ12)(λ2 + λ12)

=
1
10

47
120

(1
6

+ 1
10

)(1
8

+ 1
10

)

= 4, 255 jam.

Berdasarkan hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa nilai kovarian diantara kedua

komponen sebesar 4,255 jam.
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PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Jika terdapat sistem yang terdiri dari 2 komponen dependen dan variabel acak

kontinu T1 dan T2 berdistribusi eksponensial dengan parameter λ dimana fungsi

survival bersamanya

R(t1, t2) = P (T1 > t1, T2 > t2) = e−λ1t1−λ2t2−λ12maks(t1,t2)

dengan λ1 > 0, λ2 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0, dan t2 ≥ 0, maka sifat-sifat waktu hidup

komponennya adalah

1. RT1(t1) = e−(λ1+λ12)t1 , λ1 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0.

2. RT2(t2) = e−(λ2+λ12)t2 , λ2 > 0, λ12 > 0, t2 ≥ 0.

3. λT1(t1) = λ1 + λ12, λ1 > 0, λ12 > 0.

4. λT2(t2) = λ2 + λ12, λ2 > 0, λ12 > 0.

5. fT1(t1) = (λ1 + λ12)e
−(λ1+λ12)t1 , λ1 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0.

6. fT2(t2) = (λ2 + λ12)e
−(λ2+λ12)t2 , λ2 > 0, λ12 > 0, t2 ≥ 0.

7. FT1(t1) = 1− e−(λ1+λ12)t1 , λ1 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0.

8. FT2(t2) = 1− e−(λ2+λ12)t2 , λ2 > 0, λ12 > 0, t2 ≥ 0.

36
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9. F (t1, t2) = e−λ1t1−λ2t2−λ12maks(t1,t2) − e−(λ1+λ12)t1 − e−(λ2+λ12)t2 + 1, λ1 >

0, λ2 > 0, λ12 > 0, t1 ≥ 0, t2 ≥ 0

10. limt2→t−1
f(t1, t2) 6= limt2→t+1

f(t1, t2), sehingga f(t1, t2) tidak ada.

11. E(T1) = 1
λ1+λ12

, λ1 > 0, λ12 > 0.

12. E(T2) = 1
λ2+λ12

, λ2 > 0, λ12 > 0.

13. E(T1T2) = λ+λ12

λ(λ1+λ12)(λ2+λ12)
, λ1 > 0, λ2 > 0, λ12 > 0 dimana λ = λ1+λ2+λ12.

14. V ar(T1) = 1
(λ1+λ12)2

, λ1 > 0, λ12 > 0.

15. V ar(T2) = 1
(λ2+λ12)2

, λ2 > 0, λ12 > 0.

16. Cov(T1, T2) = λ12

λ(λ1+λ12)(λ2+λ12)
, λ1 > 0, λ2 > 0, λ12 > 0 dimana λ = λ1 +λ2 +

λ12.

17. F̂T1T2(s1, s2) = (λ+s1+s2)(λ1+λ12)(λ2+λ12)+s1s2λ12

(λ+s1+s2)(λ1+λ12+s1)(λ2+λ12+s2)
, λ1 > 0, λ2 > 0, λ12 > 0, s1 ≥

0, s2 ≥ 0.

4.2 Saran

Untuk kajian selanjutnya penulis menyarakan:

1. Membahas sistem dengan lebih dari 2 komponen (multivariat).

2. Pendekatan sifat-sifat waktu hidup komponen selain menggunakan distribusi

eksponensial.

3. Terakhir, apabila waktu hidup komponennya berupa suatu interval.
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