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ABSTRACT

CHRISTINA, 3125051608. Censored Regression Model. Thesis.

Faculty of Mathematics and Natural Sciences Jakarta State Uni-

versity. 2011.

Zero consumption is an issue that often occurs in data survey on

consumption or household expenditures. It happens in which most household

do not consume certain commodities, while the consumption of other household

varies. The classical regression model by the method of Ordinary Least Square

(OLS) will be good to be used if the assumption of homogeneity of freedom

and variety are met. However, the more zero number found in observations,

it will lead to heteroscedasticity. The using of OLS method will produce biased

and inconsistent estimator because the underlying assumptions are not met.

Censored regression model is an alternative regression model that can be used

in zero consumption issue. Furthermore, this thesis analyzes the censored re-

gression model to solve the zero consumption issue. It produces smaller mean

square error (MSE) than MSE that is generated from an ordinary regression

model. In addition, it results a more precise parameter than what an ordinary

regression model generates.

Keyword : Zero Consumption, Ordinary Least Square, Censored Regression

Model.
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ABSTRAK

CHRISTINA, 3125051612. Model Regresi Tersensor. Skripsi. Fakul-
tas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam. Universitas Negeri
Jakarta. 2011.

Zero consumption adalah masalah yang sering terjadi pada data
survey konsumsi/pengeluaran rumah tangga, dimana sebagian rumah tang-
ga tidak mengkonsumsi jenis komoditas tertentu, sedangkan rumah tangga
yang lain mengkonsumsi dalam jumlah yang sangat bervariasi. Model regresi
klasik dengan metode kuadrat terkecil (Ordinary Least Square) akan cukup
baik didekati apabila asumsi kenormalan, kebebasan dan kehomogenan ragam
terpenuhi. Namun, semakin banyak pengamatan bernilai nol pada data yang
diperoleh akan menyebabkan heteroskedastisitas. Penggunaan metode OLS
akan menghasilkan penduga yang bias dan tidak konsisten karena asumsi yang
mendasari tidak dipenuhi. Model regresi tersensor adalah model regresi alter-
natif yang dapat digunakan dalam masalah zero consumption. Pada skripsi ini
dibahas model regresi tersensor untuk mengatasi masalah zero consumption,
dimana dihasilkan MSE yang lebih kecil daripada MSE model regresi biasa,
serta dihasilkan penduga parameter yang lebih tepat dibandingkan model re-
gresi biasa.

Kata kunci : Zero Consumption,Ordinary Least Square, Model Regresi Tersen-
sor.
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BAB I

PENDAHULUAN

Dalam data survey konsumsi atau pengeluaran rumah tangga se-

ring ditemukan sebagian rumah tangga tidak mengkonsumsi jenis komo-

ditas tertentu (zero consumption), sedangkan rumah tangga yang lain

mengkonsumsi dengan jumlah yang sangat bervariasi. Sebagai contoh

adalah pengeluaran untuk tembakau. Nilai ini akan bernilai 0 (nol) bila

obyek penelitian bukan perokok (zero consumption) dan bervariasi bila

obyek penelitian adalah perokok. Berarti dalam hal ini ada variabel de-

penden (variabel tak bebas) yang terkonsentrasi pada suatu nilai, yaitu

titik nol. Dalam kasus ini variabel dependen tersebut dikatakan tersen-

sor, dimana nilai 0 (nol) adalah nilai batas bawah (Maddala, 1983).

Model statistik yang dapat menggambarkan keadaan data seperti

contoh di atas adalah model tobit atau dikenal sebagai model regresi

tersensor (censored regression model). Model regresi tersensor adalah

model statistika yang variabel dependennya terkonsentrasi pada suatu

nilai (Gujarati, 1973).

Dalam model regresi tersensor, kelinieran hubungan antara vari-

abel dependen dengan variabel independennya tidak terpenuhi, maka

metode yang digunakan untuk menaksir parameter-parameternya adalah

penaksiran maksimum likelihood. Penggunaan metode penaksiran Least

Square untuk menaksir parameter-parameter model regresi tersensor akan

menghasilkan penduga yang bias dan tidak konsisten. Karena asumsi-

asumsi dasar regresi seperti asumsi kenormalan, kebebasan dan keho-

mogenan ragam tidak terpenuhi. Metode penaksiran least square akan
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menghasilkan penduga yang baik apabila asumsi-asumsi dasar regresi

terpenuhi (Amemiya, 1973).

Model regresi tersensor pertama kali ditemukan oleh Tobin pada

tahun 1958 dan selanjutnya model regresi tersensor banyak mengalami

perkembangan atau variasi dari model awalnya. Model regresi tersen-

sor yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah model regresi tersensor

yang pertama kali ditemukan oleh Tobin pada tahun 1958 yang sekarang

disebut sebagai model regresi tersensor standar.

1.1 Perumusan Masalah

Perumusan masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah :

(a) Bagaimanakah model regresi tersensor standar?

(b) Bagaimana melakukan analisis data dengan menggunakan model

regresi tersensor standar?

1.2 Pembatasan Masalah

Skripsi ini akan membahas model regresi tersensor standar pada batas

bawah yang bernilai 0 (nol).

1.3 Tujuan Penulisan

Tujuan yang diharapkan dari penulisan skripsi ini adalah : Mengkaji

penerapan model regresi tersensor standar pada data yang mengandung

banyak amatan bernilai 0 (nol).
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1.4 Manfaat Penulisan

Penulisan ini diharapkan dapat dimanfaatkan untuk :

(a) Membantu masyarakat atau peneliti dalam menentukan model re-

gresi untuk nilai amatan 0 (nol).

(b) Menambah pengetahuan mengenai metode-metode penentuan mo-

del regresi untuk nilai amatan 0 (nol).



BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Regresi Linier

2.1.1 Model Regresi Linier

Analisis regresi merupakan teknik statistika yang digunakan untuk

menjelaskan hubungan antara sepasang atau beberapa peubah bebas dan

peubah tak bebas. Dengan analisis regresi hubungan tersebut dapat

dibuat model atau persamaan matematika.

Jika hubungan antara peubah bebas dengan peubah tak bebas adalah

linier dan hanya terdapat satu peubah bebas, maka digunakan analisis

regresi linier sederhana. Model regresi linier sederhana adalah:

Y = β0 + β1X + ε

dengan β0 adalah intersep, β1 adalah koefisien regresi yang tidak dike-

tahui dan ε adalah galat yang diasumsikan berdistribusi normal dengan

mean 0 dan variansi σ2.

Generalisasi dari regresi linier sederhana adalah persamaan regresi

linier berganda. Persamaan regresi linier berganda adalah persamaan

dari satu peubah tak bebas (Y ) dengan peubah bebas lebih dari satu

(X1, X2, ...., Xp). Hubungan antara peubah-peubah tersebut dapat diru-

muskan dalam bentuk persamaan:

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + ... + βpXp + ε

4



5

Jika ada amatan sebanyak n, maka persamaan di atas menjadi:

Y1 = β0 + β1X11 + β2X12 + ... + βpX1p + ε1

Y2 = β0 + β1X21 + β1X22 + ... + βpX2p + ε2

...

Yn = β0 + β1Xn1 + β1Xn2 + ... + βpXnp + εn

Dalam notasi matriks sistem persamaan di atas dapat ditulis sebagai:

Y = Xβ + ε (2.1)

Y =


Y1

Y2

...

Yn


X =


1 X11 X12 · · · X1p

1 X21 X22 · · · X2p

...
...

...
. . .

...

1 Xn1 Xn2 · · · Xnp


β =


β0

β1

...

βp


dan ε =


ε1

ε2

...

εn



2.1.2 Asumsi-asumsi Regresi

Asumsi-asumsi yang diperlukan dalam analisis regresi adalah sebagai

berikut:

(a) Asumsi Kenormalan

Asumsi kenormalan data merupakan asumsi yang paling mendasar

dalam analisis regresi. Untuk memenuhi kriteria kenormalan da-

ta sebagai langkah awal dalam analisis regresi perlu dilakukan uji

kenormalan data. Uji kenormalan data dapat dilakukan dengan uji

peluang plot kenormalan data (normal probability plot). Kriteria

uji ini adalah melakukan perbandingan nilai distribusi kumulatif

data awal dengan nilai kumulatif dari distribusi normal (cummula-

tive normal distribution). Data yang memenuhi kriteria kenormalan
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akan mengikuti pola garis lurus.

Gambar 2.1 Plot Data Normal

(b) Asumsi Homoskedastisitas

Homoskedastisitas adalah kondisi ketika kesalahan galat (εi) mem-

punyai varian yang sama (σ2) dari pengamatan yang satu ke penga-

matan yang lain. Pelanggaran asumsi ini disebut heteroskedastisi-

tas (heteroscedasticity) yang merupakan kasus ketika kesalahan galat

(εi) mempunyai varian yang berbeda. Konsekuensi terjadinya ka-

sus heteroskedastisitas adalah pendugaan dari model yang diperoleh

tidak lagi efisien baik untuk sampel kecil maupun untuk sampel be-

sar. Untuk mendeteksi asumsi ini, dapat dilihat scatter plot antara

nilai dari prediksi Y terhadap residual membentuk pola acak dan

menyebar di atas garis lurus, maka uji asumsi Homoskedastisitas

terpenuhi.
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Gambar 2.2 Plot Data Heteroskedastisitas (a) dan Homoskedastisitas (b)

(c) Asumsi Non Multikolinieritas

Multikolinieritas (multicollinearity) merupakan adanya hubungan

erat atau sangat erat yang terjadi antara beberapa variabel bebas

atau terjadi korelasi yang tinggi antara variabel bebas. Salah satu

cara untuk mendeteksi keberadaan multikolinieritas adalah dengan

melihat besarnya nilai Variance Inflation Factor (VIF). Dikatakan

tidak terjadi multikolinieritas jika nilai VIF berbeda antara satu

sampai sepuluh (Myers, 1994). Untuk mendeteksi adanya multi-

kolinearitas digunakan korelasi Spearman dengan melihat korelasi

antara variabel-variabel independen. Jika pada tingkat signifikan-

si α = 0.05, variabel independen, X1, X2 tidak berkorelasi, maka

tidak terdapat multikolinearitas.

2.1.3 Pendugaan Koefisien Regresi

Penduga bagi koefisien regresi β dalam model regresi dengan meng-

gunakan metode kuadrat terkecil berdasarkan model Y = Xβ + ε yaitu

dengan meminimumkan jumlah kuadrat galat (JKG) dimana JKG diru-
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muskan sebagai berikut:

JKG = ε
′
ε = (Y−Xβ)

′
(Y−Xβ)

Teorema 2.1.1. Jika X adalah matriks rancangan berukuran n×(p+1)

yang bersifat full rank dengan (p+1) ≤ n, maka penduga kuadrat terkecil

untuk β adalah

β = (X
′
X)−1(X

′
Y )

Bukti. Misal X adalah matriks rancangan berukuran n × (p + 1)

dengan (p + 1) ≤ n yang bersifat full rank , yaitu matriks penuh yang

memiliki rank (p + 1). Penduga β ditentukan dengan meminimumkan

jumlah kuadrat galat. Berdasarkan Y = Xβ + ε, penduga bagi vektor

galat ε dapat ditulis sebagai ε = Y−Xβ sehingga jumlah kuadrat galat

dapat dinyatakan sebagai berikut:

ε
′
ε = (Y−Xβ)

′
(Y−Xβ)

= (Y
′ − β

′
X

′
)(Y−Xβ)

= Y
′
Y−Y

′
Xβ − β

′
X

′
Y + β

′
X

′
Xβ

β
′

adalah matriks yang berukuran (1 × p), X
′

adalah matriks yang

berukuran (p× n) dan Y adalah matriks yang berukuran (1× 1), maka

β
′
X

′
Y matriks berukuran 1× 1. Dapat dituliskan β

′
X

′
Y = (β

′
X

′
Y)

′
=

Y
′
Xβ. Sehingga diperoleh

ε
′
ε = Y

′
Y− 2Y

′
Xβ + β

′
(X

′
X)β

= Y
′
Y− 2(X

′
Y)

′
β + β

′
(X

′
X)β (2.2)

Untuk memperoleh β yang membuat ε
′
ε minimum, persamaan (2.2)
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diturunkan terhadap β.

∂ε
′
ε

∂β
=

∂(Y
′
Y)

∂β
− 2(

∂((X
′
Y)

′
β)

∂β
) +

∂(β
′
(X

′
X)β)

∂β

Telah diketahui bahwa

∂(Y
′
Y)

∂β
= 0

Misal: Z = a
′
Y dimana a adalah vetor skalar. Maka ∂Z

∂Y
= a. Anggap

(X
′
Y) = a, maka ∂(a

′
β)

∂β
= a. Untuk

∂((X
′
Y)

′
β)

∂β
=

∂(a
′
β)

∂β

= a

= X
′
Y

Dan untuk ∂(β
′
(X

′
X)β)

∂β
, misal (X

′
X) = A. Dimana A adalah matriks

k × k, maka dapat dituliskan

∂(β
′
(X

′
X)β)

∂β
=

∂(β
′
Aβ)

∂β

= (X
′
X)β + (X

′
X)

′
β.

Sehingga diperoleh

∂ε
′
ε

∂β
=

∂(Y
′
Y)

∂β
− 2(

∂((X
′
Y)

′
β)

∂β
) +

∂(β
′
(X

′
X)β)

∂β

= 0− 2X
′
Y + (X

′
X)β + (X

′
X)

′
β

= −2X
′
Y + (X

′
X)β + (X

′
X)

′
β

Setelah diturunkan terhadap β, selanjutnya hasil turunan terhadap β di



10

atas disamakan dengan nol, yaitu

−2X
′
Y + 2(X

′
X)β = 0

atau

(X
′
X)β = X

′
Y

Berdasarkan persamaan di atas maka solusi untuk β adalah:

β = (X
′
X)−1X

′
Y (2.3)

2.1.4 Sifat-Sifat Penaksir Kuadrat Terkecil

Penduga yang baik harus memiliki beberapa kriteria, yaitu bersi-

fat tak bias dan memiliki varians yang minimum. Pendugaan dengan

kuadrat terkecil memiliki kriteria tersebut. Dalam model umum regresi

linier:

Y = Xβ + ε

dianggap bahwa ε bebas satu sama lain dan E(ε) = 0, var(ε) = σ2I.

Karena peubah X tidak mempunyai distribusi jadi diperlakukan sebagai

tetapan maka E(Y) = Xβ dan var(Y) = σ2I.
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Penduga b bersifat tak bias untuk β karena

E(b) = E((X
′
X)−1X

′
Y)

= (X
′
X)−1X

′
E(Y)

= (X
′
X)−1X

′
Xβ

= (X
′
X)−1(X

′
X)β

= Iβ = β

Nilai variansi dari penduga kuadrat terkecil adalah:

var(b) = var((X
′
X)−1X

′
Y)

= (X
′
X)−1X

′
var(Y)X(X

′
X)−1

= (X
′
X)−1X

′
σ2IX(X

′
X)−1

= σ2(X
′
X)−1 (2.4)

Ragam penduga b bernilai minimum dibandingkan dengan ragam

penduga tak bias lainnya. Hal ini dinyatakan dalam teorema Gauss-

Markov.

Teorema 2.1.2. Penduga kuadrat terkecil β = (X
′
X)−1X

′
Y mempu-

nyai variansi terkecil dalam himpunan semua penaksir linier tak bias

Bukti. Misalkan b∗ penaksir linier lain dari β yang juga tak bias.

Karena b∗ penaksir linier maka dapat dimisalkan bentuknya sebagai:

b∗ = [(X
′
X)−1X

′
+ U ]Y
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untuk suatu matriks U yang merupakan fungsi dari X, jadi:

E(b∗) = [(X
′
X)−1X

′
+ U ]E(Y)

= [(X
′
X)−1X

′
+ U ](Xβ)

= β + XUβ

= (I + UX)β

Agar b∗ penaksir tak bias dari β maka haruslah UX = 0, jadi nilai

variansi untuk b∗ adalah:

var(b∗) = var[(X
′
X)−1X

′
+ U ]Y

= [(X
′
X)−1 + U]var(Y)[U

′
+ X(X

′
X)−1]

= σ2[(X
′
X)−1X

′
U

′
+ UU

′
+ (X

′
X)−1 + UX(X

′
X)−1]

= σ2[(X
′
X)−1 + U

′
U]

karena diharapkan UX = 0 dan karena UX = X
′
U

′
= 0 matriks UU

′

adalah definit positif, semua unsur diagonalnya berbentuk kuadrat. Jadi

terbukti bahwa variansi dari b∗ selalu lebih besar atau paling kecil sama

dengan variansi unsur β yang sesuai.

2.1.5 Analisis Ragam

Analisis ragam (analysis of variance, ANOVA) adalah suatu metode

analisis statistika yang termasuk ke dalam cabang statistika inferen-

si. Secara umum, analisis ragam menguji dua varians (atau ragam)

berdasarkan hipotesis nol bahwa kedua varians itu sama. Supaya valid

dalam menafsirkan hasilnya, analisis ragam menggantungkan diri pada

empat asumsi yang harus dipenuhi dalam perancangan percobaan:

(a) Data berdistribusi normal, karena pengujiannya menggunakan uji
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F

(b) Varians atau ragamnya homogen, dikenal sebagai homoskedastisitas

(c) Saling bebas

(d) Komponen-komponen dalam modelnya bersifat aditif (saling men-

jumlah)

Asumsi untuk pengujian hipotesis yang didasarkan pada model ANO-

VA faktor tunggal berhubungan dengan nilai residual atau error (εij).

Apabila analisis data tidak memenuhi asumsi analisis ragam, maka ke-

simpulan yang diambil tidak akan menggambarkan keadaan yang sebe-

narnya. Dengan demikian, sebelum melakukan analisis ragam, terlebih

dahulu diperiksa apakah data tersebut sudah memenuhi asumsi dasar

analisis ragam atau belum. Dengan demikian, asumsi-asumsi yang harus

dipenuhi dalam melakukan analisis ragam adalah: normalitas, homoske-

dastisitas (kehomogenan ragam), independensi (kebebasan galat).

2.1.6 Uji Hipotesis

Dalam kasus regresi linier keragaman dari peubah tak bebas (Y )

dapat dilihat melalui jumlah kuadrat selisih antara amatan Y dengan

rataannya, yang disebut jumlah kuadrat total (JKT). Jumlah kuadrat to-

tal didefinisikan sebagai hasil jumlah antara jumlah kuadrat galat (JKG)

dengan jumlah kuadrat regresi (JKR).Hubungan antara JKT dengan

JKG dan JKR dapat dijelaskan sebagai berikut:

∑
(Yi − Y )2 =

∑
(Yi − ŷ + Ŷ − Y )2

=
∑

[(Yi − Ŷ + Ŷ − Y )]2

=
∑

(Yi − Ŷi)
2 +

∑
(Ŷi − Y )2 + 2(Yi − Ŷi) + (Ŷi − Y )
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Karena 2(Yi − Ŷi) + (Ŷi − Y ) = 0 maka:

∑
(Ŷi − Y )2 =

∑
(Yi − Ŷi)

2 +
∑

(Ŷi − Y )2

dimana∑
(Ŷi − Y )2 adalah jumlah kuadrat terkoreksi (JKT).∑
(Yi − Ŷi)

2 adalah jumlah kuadrat galat (JKG).∑
(Ŷi − Y )2 adalah jumlah kuadrat regresi (JKR).

Penjabaran untuk JKT akan diperoleh sebagai berikut:

n∑
i=1

(Yi − Y )2 =
n∑

i=1

Yi
2 − 2Y

n∑
i=1

Yi +
n∑

i=1

Y
2

= Y
′
Y − 2

∑n
i=1 Yi

n

n∑
i=1

Yi + n(

∑n
i=1 Yi

n
)2

= Y
′
Y − 2

(
∑n

i=1 Yi)
2

n
+

(
∑n

i=1 Yi)
2

n

= Y
′
Y − 2

(
∑n

i=1 Yi)
2

n
(2.5)

Penjabaran untuk JKG akan diperoleh sebagai berikut:

∑
(Yi − Ŷ )2 =

∑
(Yi)

2 − 2
∑

YiŶi +
∑

Ŷ 2

= Y
′
Y − 2Y

′
Xβ̂ + (Xβ)

′
(Xβ)

= Y
′
Y − 2Y

′
Xβ̂ + β

′
X

′
Xβ

= Y
′
Y − 2Y

′
Xβ̂ + β

′
X

′
X(X

′
X)−1X

′
Y

= Y
′
Y − 2Y

′
Xβ̂ + β

′
X

′
X

′
Y (2.6)

Berdasarkan persamaan (2.7) dan (2.8), penjabaran untuk JKR akan



15

diperoleh sebagai berikut:

∑
(Yi − Y )2 = Y

′
Y − (

∑
(Yi − Y )2

n
)− Y

′
Y + β

′
X

′
X

′
Y

= β̂ ′X
′
Y − (

∑
(Yi − Y )2

n
)

Rumusan hipotesis untuk menguji parameter regresi secara simultan

adalah sebagai berikut:

H0 : β = 0 ( keseluruhan koefisien regresi tidak signifikan atau tidak ada

peubah bebas yang berpengaruh nyata terhadap Y ),

H1 : β 6= 0 ( paling sedikit terdapat satu peubah bebas yang berpengaruh

nyata terhadap Y ).

Statistika uji yang dapat digunakan untuk menguji parameter regresi

secara simultan adalah (R.K.Sembiring) :

Fhitung =
JKR/p

JKG/(n− p− 1)
=

β̂ ′X
′
Y − nY

2
/p

(Y ′Y β̂ ′X ′Y )/(n− p− 1)
(2.7)

Jika Fhitung > Fp,n−p−1, maka tolak H0 yang artinya paling sedikit ter-

dapat satu peubah bebas yang berpengaruh nyata terhadap peubah tak

bebas Y .



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Variabel Acak Normal Tersensor

Anggap Y ∗ berdistribusi normal dengan mean µ dan variansi σ2.

Misalkan y∗1, y
∗
2, ..., y

∗
n adalah sampel acak berukuran n dari y∗. Untuk

suatu konstanta c, definisikan:

yi =

 y∗i , jika y∗i > c,

c, jika y∗i 6 c.
(3.1)

Maka sampel y1, y2, ..., yn dikatakan sampel tersensor dari distribusi nor-

mal.

Dari persamaan (3.1) diperoleh

P (yi = c) = P (y∗i 6 c)

=

∫ c

−∞

1

σ
√

2π
exp

[
−1

2
(
y∗i − µ

σ
)2

]
dy∗i .

Misalkan z =
y∗i−µ

σ
maka 1

σ
dy∗i = dz sehingga

P(yi = c) =

∫ c−µ
σ

−∞

1

σ
√

2π
exp

[
−1

2
z2

]
dz

= Φ(
c− µ

σ
)

dimana Φ adalah fungsi distribusi kumulatif dari distribusi normal stan-

16
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dar. Dari persamaan (3.1) juga diperoleh:

P (yi = y∗i ) = P (y∗i > c)

= 1− P (y∗i ≤ c)

= 1− Φ(
c− µ

σ
).

Fungsi kepadatan probabilitas dari yi adalah:

f(yi) = [Φ(
c− µ

σ
)]j[

1

σ
√

2π
e−

1
2
(

yi−µ2

σ
)]1−j

= [
1

σ
φ(

yi − µ

σ
)]1−j[Φ(

c− µ

σ
)]j (3.2)

dimana j = 1 jika y = c dan j = 0 untuk selainnya.

Hal ini karena jika j = 1 maka persamaan (3.2) menjadi

f(yi) = Φ(
c− µ

σ
)

yang merupakan fungsi kepadatan probabilitas dari Yi = c dan per-

samaan (3.2) menjadi

f(yi) =
1

σ
√

2π
e−

1
2
(

yi−µ2

σ
)2

yang merupakan fungsi distribusi untuk Y ∗
i yang berdistribusi normal

dengan mean µ dan variansi σ2.

Dan untuk j = 0, persamaan (3.2) menjadi:

f(yi) =
1

σ
φ(

yi − µ

σ
)

dimana φ(yi−µ
σ

) merupakan fungsi kepadatan dari normal standar.
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3.2 Model Regresi Tersensor

Model Regresi Tersensor didefinisikan sebagai berikut:

Yi =

 β
′
Xi + εi, jika β

′
Xi + εi > 0,

0, jika selainnya
(3.3)

dimana β = (β1, β2, ..., βk) adalah vektor k×1 dari parameter yang tidak

diketahui, Xi = (X1, X2, ..., Xik) adalah vektor k × 1 dari konstanta

yang diketahui, dan εi = εi1, εi2, ..., εik) adalah galat yang independen

dan berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi σ2. Persoalan

dalam regresi adalah untuk mengestimasi β dan σ2 didasarkan pada N

pengamatan untuk Yi dan Xi. Model ini pertama kali dipelajari oleh

Tobin (1958). Model (3.3) dinamakan model regresi normal tersensor.

Untuk model (3.3), anggap N0 merupakan banyaknya pengamatan yang

mana Yi = 0, dan N1 banyaknya pengamatan yang mana Yi > 0. Anggap

bahwa N1 pengamatan tidak nol dan Yi terjadi lebih dahulu. Definisikan:

Fi = F (β
′
Xi, σ

2) =

β
′
Xi∫

−∞

1

σ (2π)1/2
exp−t2/2σ2

dt (3.4)

fi = f(β
′
Xi, σ

2) =
1

σ (2π)1/2
exp−(1/2σ2)(β

′
Xi)

2

(3.5)

Misal t
′
= t

σ
atau t = σt

′

dt = σdt
′
maka persamaan (3.4) menjadi
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Fi =

β
′
Xi∫

−∞

1

σ (2π)1/2
exp

−σ2(t
′
)2

/
2σ2

σdt
′

=

β
′
Xi∫

−∞

1

(2π)1/2
exp

−(t
′
)2

/
2
dt

′

=

β
′
Xi∫

−∞

1

(2π)1/2
exp−t2/2dt

= Φi(β
′
Xi).

(3.6)

Bentuk baku untuk persamaan (3.4):

Φi = Fi =

β
′
Xi∫

−∞

1

(2π)1/2
exp−t2/2dt. (3.7)

Dan bentuk baku untuk persamaan (3.5) yaitu:

φi = σ.fi =
1

(2π)1/2
exp

−(β
′
Xi)

2
/

2σ2

. (3.8)

φi dan Φi berturut-turut adalah fungsi kepadatan dan fungsi distribusi

dari normal standar yang ditaksir di β
′
Xi

/
σ. Misalkan

γi =
φi

1− Φi

(3.9)

Y
′
1 = (Y1, Y2, ..., YN1) adalah vektor pengamatan 1 × N1 yang tidak nol

pada Yi.

X
′
1 = (X1, X2, ..., XN1) adalah matriks k×N1 dari nilai Xi untuk Yi yang

tidak nol.

X
′
0 = (YN1+1, ..., XN) adalah matriks k ×N0 dari nilai Xi untuk Yi = 0.
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γ
′
0 = (γN1+1, ..., γN) adalah vektor 1×N0 dari nilai γi untuk Yi = 0.

Untuk pengamatan Yi = 0, telah kita ketahui bahwa:

P (Yi = 0) = P (Ui < −β
′
Xi) = (1− Fi) (3.10)

Karena

P (Ui < −β
′
Xi) =

−β
′
Xi∫

−∞

f(u)du

=

∞∫
−β

′
Xi

f(u)du

= 1− F (β
′
Xi) = 1− Fi (3.11)

Untuk pengamatan Yi > 0:

P (Yi > 0).f(Yi|Yi > 0) = Fi
f(Yi − β

′
Xi, σ

2)

Fi

=
1

σ
√

2π
exp(−1/2σ2)(Yi − β

′
Xi)

2 (3.12)

3.3 Fungsi Likelihood Model Regresi Tersen-

sor

Dari persamaan (3.10), untuk Yi = 0 atau Y ∗
i ≤ 0 didapatkan

Pr(Y = 0) = Pr(Y ∗ ≤ 0)

= Pr(X
′

iβ + u ≤ 0)
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Pr(Y = 0) = Pr(u ≤ −X∗
i β)

=

∫ −X
′
iβ

−∞

1

σ
√

2π
exp

[
−1

2
(
u2

σ2
)

]

Misalkan:

u = −σt dengan σ > 0

du = −σdt

Perubahan batasnya:

u = −∞ maka t = ∞

u = −X
′
iβ maka t =

−X
′
iβ

σ

Dengan mensubstitusi ini maka akan didapatkan:

Pr(Y = 0) =

−X
′
iβ∫

−∞

1

σ
√

2π
exp[

−1

2
(
u2

σ2
)]du

=

(−X
′
iβ)/σ∫

−∞

1

σ
√

2π
exp[

−1

2
(
σ2t2

σ2
)]− σdt

= −
(−X

′
iβ)/σ∫

−∞

1

σ
√

2π
exp[

−1

2
(t2)]dt

=

∞∫
(−X

′
iβ)/σ

1

σ
√

2π
exp[

−1

2
(t2)]dt

= 1−
(X

′
iβ)/σ∫

−∞

1

σ
√

2π
exp[

−1

2
(t2)]dt

Pr(Y = 0) = 1− Φ(X
′

iβ/σ)

Bila pemisalan yang dilakukan adalah u = σt, dengan σ > 0, maka akan

didapatkan Pr(Y, Yi = 0) = Φ(−X
′
iβ/σ)
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(*) Untuk Yi > 0 atau Yi = Y ∗
i > 0 didapatkan:

Pr(Y, Yi > 0 = f(Y ∗
i |Y ∗

i > 0.P r(Y ∗ > 0)

=
f(Y ∗

i )

Pr(Y ∗ > 0
.P r(Y ∗ > 0)

= f(Y ∗
i )

karena Y ∗ ∼ N(X
′
iβ, σ2) dan juga berlaku Yi = Y ∗

i maka:

Pr(Y, Yi > 0) =
1

σ
√

2π
exp

−1
2

[
(Yi−X

′
iβ)

σ
]2

=
1

σ
φ((Yi −X

′

iβ)/σ)

Pr(Y, Yi > 0) = σ−1φ((Yi −X
′

iβ)/σ)

Maka didapatkan fungsi likelihood untuk model regresi tersensor:

L =
∏
yi=0

Pr(Y, Yi = 0)
∏
yi>0

Pr(Y, Yi > 0)

=
∏
yi=0

[1− Φ(X
′

iβ/σ)]
∏
yi>0

σ−1φ[(Yi −X
′

iβ)/σ]

L =
∏
yi=0

(1− Fi).
∏
yi>0

1

σ
√

2π
exp

[
−(Yi − β

′
Xi)

2

2σ2

]
(3.13)

dimana:∏
yi=0 adalah perkalian dari banyaknya pengamatan dimana Yi = 0 atau

Y ∗
i ≤ 0.∏
yi>0 adalah perkalian dari banyaknya pengamatan dimana Yi > 0 atau

Y ∗
i > 0.

φ, Φ masing-masing menyatakan fungsi probabilitas densitas normal

standar dan fungsi distribusi dari normal standar.

Fungsi Log likelihoodnya adalah

log L =
∑
yi=0

log(1− Fi) +
∑
yi>0

log(
1

σ
√

2π
)−

∑
yi>0

(−1/2σ2)(Yi − β
′
Xi)

2
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(3.14)

Dalam persamaan di atas, penjumlahan
∑

yi=0

adalah untuk N0 penga-

matan untuk setiap Yi = 0 dan penjumlahan
∑

yi>0

adalah untuk N1 penga-

matan untuk setiap Yi > 0.

3.4 Taksiran Parameter Model Regresi Tersen-

sor

Akan diestimasi β dan σ2 berdasarkan N pengamatan Yi dan Xi.

Telah diperoleh fungsi likelihood dari persamaan (3.13)

L =
∏
yi=0

(1− Fi).
∏
yi>0

1

σ
√

2π
exp

[
−(Yi − β

′
Xi)

2

2σ2

]

dimana:∏
yi=0 perkalian dari N0 pengamatan dimana Yi = 0∏
yi>0 perkalian dari N1 pengamatan dimana Yi > 0

Fungsi log-likelihoodnya adalah:

log L =
∑
yi=0

log(1− Fi) +
∑
yi>0

log(
1

σ
√

2π
)−

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)

2/2σ2

dimana:∑
yi=0 jumlah dari N0 pengamatan dimana Yi = 0,∑
yi>0 jumlah dari N1 pengamatan dimana Yi > 0.

Sekarang dapat dituliskan turunan pertama log L terhadap β dan σ2
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yaitu

∂Fi

∂β
= fiXi

∂Fi

∂σ2
= − 1

2σ2
β
′
Xifi

∂fi

∂β
= − 1

σ2
β
′
XifiXi

∂fi

∂σ2
=

(
β
′
Xi

)2 − σ2

2σ4
fi (3.15)

Dengan menggunakan persamaan (3.15) diperoleh

∂logL

∂β
= −

∑
yi=0

fiXi

1− Fi

+
1

σ2

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)Xi = 0 (3.16)

dan

∂logL

∂σ2
= 1/2σ2

∑
yi=0

β
′
Xifi

1− Fi

− N1

2σ2
+

1

σ2

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)

2 = 0 (3.17)

Dengan mengalikan−β
′
/2σ2 dalam persamaan (3.17) dan menambahkan

hasilnya dalam persamaan (3.18) maka diperoleh:

β
′
/σ4

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)Xi −

N1

2σ2
+

1

2σ4

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)

2 = 0

β
′ ∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)Xi −N1σ

2 +
∑
yi>0

(yi − β
′
Xi)

2 = 0

atau dapat dituliskan

N1σ
2 = β

′ ∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)Xi +

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)

2

=

[∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)

] [
β
′ ∑
yi>0

Xi +
∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)

]
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N1σ
2 =

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi)Yi

Maka

σ2 =
Y

′
1 (Yi −Xiβ)

N1

(3.18)

Dengan mengalikan persamaan (3.17) dengan σ1 diperoleh:

− σ
∑
yi=0

fi

Xi

+
1

σ

∑
yi>0

(Yi − β
′
Xi) = 0

−X
′

0γ0 +
1

σ
X

′

1(Y1 −X1β) = 0

−X
′

0γ0 +
1

σ
X

′

1Y1 −
1

σ
X

′

1X1β) = 0

1

σ
X

′

1X1β =
1

σ
X

′

1Y1 −X
′

0γ0

X
′

1X1β = X
′

1Y1 − σX
′

0γ0

Sebagai akibatnya

β = (X
′

1X1)
−1X

′

1Y1 − σ(X
′

1X1)
−1X

′

0γ0

= βLS − σ(X
′

1X1)
−1X

′

0γ0. (3.19)

Persamaan (3.19) memperlihatkan hubungan antara estimator maksi-

mum likelihood untuk β dan estimator least square yang diperoleh dari

pengamatan tak nol dari Y . Telah dibuktikan dalam Amemiya (1973)

bahwa estimator dari fungsi maksimum likelihood ini adalah estimator

yang konsisten dan asimtotik normal. Solusi persamaan (3.17) dan (3.18)

dapat dikerjakan dengan metode iterasi. Kriteria kecocokan model (good-

ness of fit) least square untuk model regresi tersensor tidak dapat dilihat

secara langsung. Untuk memeriksa kecocokan model digunakan statistik

uji likelihood ratio.
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3.5 Uji Hipotesis

Hipotesis hubungan antara variabel dependen Y dengan satu atau

lebih variabel independen X dapat diuji dengan metode Likelihood Ra-

sio. Misalnya banyaknya parameter yang akan ditaksir seluruhnya ada

m parameter θ1, θ2, θ3, ..., θm. Jumlah parameter yang akan diuji adalah

r parameter dengan r ≤ m.

Hipotesis yang terbentuk adalah:

H0 : θ1 = θ2 = ... = θr = 0

H1 : ∃θ1 6= 0.

Statistik ujinya:

χ2 =
L(0, θ̂r+1, θ̂r+2, ..., θ̂m)

L(θ̂1, θ̂2, ..., θ̂m))
∼ χ2

r (3.20)

Dengan aturan keputusan, H0 ditolak jika χ2 > χ2
r

3.6 Ilustrasi dan Simulasi Regresi Tersen-

sor

Ilustrasi untuk model regresi tersensor adalah pengeluaran rumah

tangga untuk konsumsi rokok tiap rumah tangga yang sangat bervariasi,

sebagian rumah tangga tidak mengkonsumsi rokok, sedangkan rumah

tangga yang lain mengkonsumsi dalam jumlah yang sangat bervariasi.

Data didapatkan dari data survey konsumsi/pengeluaran rumah tangga

pada SUSENAS 2010 di DKI Jakarta.



Pemasukan(Rp) Konsumsi Rokok (Rp) Lama Pendidikan (Tahun)

1.200.000 300.000 12

5.500.000 0 18

6.000.000 1.200.000 18

3.000.000 0 16

1.500.000 300.000 12

3.500.000 0 16

1.300.000 0 12

1.200.000 600.000 12

1.200.000 0 12

1.300.000 400.000 12

4.000.000 0 16

3.000.000 600.000 16

3.500.000 900.000 16

5.000.000 0 18

3.000.000 0 16

Tabel 3.1 Data Simulasi

Simulasi ini dilakukan untuk mengetahui perbedaan hasil dari pen-

golahan data tersensor dengan menggunakan metode kuadrat terkecil pada

regresi biasa dan pengolahan data dengan menggunakan metode maksimum

likelihood pada regresi tersensor. Untuk mengolah data dengan model regresi

tersensor digunakan Program SAS 9.1 dan untuk model regresi biasa digunakan

model regresi biasa. Hasil perbandingannya terdapat dalam tabel berikut ini.
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Tabel Perbandingan Parameter Model Regresi Tersensor dengan Mo-

del Regresi Biasa

Parameter Regresi Tersensor Regresi Tersensor Regresi Biasa Regresi Biasa

Koefisien P-Value Koefisien P-Value

β0 3.306.035 0,2777 1.723.000 0,298

β1 -313.025 0,2773 -146.982,432 0,342

β2 0,4468 0,2917 0,251 0,281

MSE 828,498E8 1.553E8

Tabel 3.2 Perbandingan Regresi Tersensor dan Regresi Biasa

Berdasarkan tabel di atas, maka model regresi tersensornya adalah: y =

3.306.035 - 313.025 x1 + 0,4468 x2. Terlihat juga bahwa β̂0 pada model re-

gresi tersensor adalah 3.306.035 sedangkan pada model regresi biasa adalah

1.723.000.000. Apabila dihubungkan dengan nilai awal (β0 = 0), hal ini me-

nunjukkan bahwa β̂0 pada model regresi tersensor lebih mendekati nilai awal

dari (β0 = 0). Sedangkan pada model regresi biasa sangat menjauhi nilai awal

dari (β0 = 0). Hal tersebut dapat diartikan pula bahwa penduga model regresi

tersensor jauh lebih tepat daripada model regresi biasa.

Penduga β̂1 dan β̂2 pada model regresi tersensor masing-masing

adalah: -313.025 dan 0,4468, sedangkan pada model regresi biasa adalah =

-146.982,432 dan 0,251. Apabila dihubungkan dengan nilai awal ((β1 = β2 =

1)), hal tersebut menunjukkan bahwa penduga parameter dari model regresi

tersensor mendekati nilai awal dari ((β1 = β2 = 1)), sedangkan penduga model

regresi biasa menjauhi nilai awal. Berdasarkan sifat ketidakbiasan tersebut,

maka dapat dikatakan bahwa model regresi tersensor lebih mendekati nilai

awal (β0 = 0) dan ((β1 = β2 = 1)) daripada model regresi biasa.

Berdasarkan tabel di atas, terlihat pula bahwa nilai MSE pada

model regresi tersensor adalah 828, 498×108 sedangkan pada model regresi bi-
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asa adalah 1.553× 108. Jadi dapat disimpulkan bahwa model regresi tersensor

lebih baik daripada model regresi biasa karena menghasilkan nilai MSE yang

jauh lebih kecil.

Tabel Anova untuk pengolahan data dengan metode regresi biasa:

Model Sum of Squares df Mean Square F Sig

Regression 2307E9 2 1.154E9 0,754 0,487

Residual 1.812E10 13 1.510E9

Total 2.042E10 15

Tabel 3.3 ANOVA Regresi Biasa

Untuk menguji pengaruh masing-masing variabel digunakan uji F untuk

model regresi biasa. Pengujian ini dimaksudkan untuk mengetahui pengaruh

masing-masing variabel independen secara individual terhadap variabel de-

penden. Uji ini dilakukan dengan membandingkan nilai F-hitung dengan nilai

F-tabel. Bila F-hitung lebih besar dari F-tabel, maka H0 ditolak dan demikian

sebaliknya.

Berdasarkan tabel diatas, nilai F-tabel pada tingkat keyakinan α =

0, 05 dan degree of freedom (df) dengan rumus n−2 sebesar 13. Untuk α = 0, 05

nilai F-tabel sebesar 4,67. nilai sig = 0,487 dan nilai F−hitung = 0, 764, kare-

na Fhit < Ftabel, maka H0 diterima, yang berarti variabel-variabel independen,

dalam hal ini jumlah pemasukan per bulan untuk setiap rumah tangga dan

lamanya pendidikan dari kepala rumah tangga, secara bersama-sama tidak

berpengaruh signifikan terhadap variabel dependen, yaitu pengeluaran untuk

konsumsi rokok.

Tabel Anova untuk pengolahan data dengan metode regresi tersensor:

Effect DF Wald Chi-Square Pr ≤ ChiSq

Lamanya Pendidikan (Tahun) 1 1.1804 0.2773

Pendapatan per bulan 1 1.1119 0.2917

Tabel 3.4 ANOVA Regresi Tersensor
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Untuk menguji pengaruh masing-masing variabel digunakan uji χ untuk

model regresi biasa. Pengujian ini dimaksudkan untuk mengetahui pengaruh

masing-masing variabel independen secara individual terhadap variabel depen-

den. Uji ini dilakukan dengan membandingkan nilai χhitung dengan nilai χtabel.

Bila χhitung lebih besar dari χtabel, maka H0 ditolak dan demikian sebaliknya.

Hipotesis pertama yang diajukan adalah pendapatan per bulan

berpengaruh positif dan signifikan terhadap konsumsi rokok suatu rumah tang-

ga. Oleh karena itu, semakin tinggi pendapatan per bulan maka semakin tinggi

konsumsi rokok suatu rumah tangga.

Berdasarkan hasil pengolahan data dengan analisis tobit yang tert-

era pada tabel diatas, nilai χtabel pada tingkat keyakinan α = 0, 05 dan de-

gree of freedom (df) dengan rumus n − k − 1 sebesar 12, untuk α = 0, 05

nilai χtabel = 21, 03 dan nilai χhitung = 1, 18, karena χhitung < χtabel, maka

H0 diterima, yang berarti variabel-variabel independen, dalam hal ini jumlah

pendapatan per bulan dari kepala rumah tangga tidak berpengaruh signifikan

terhadap variabel dependen, yaitu pengeluaran untuk konsumsi rokok. Hal

ini dikarenakan konsumsi rokok juga dapat dipengaruhi oleh kebiasaan yang

tidak dapat dihilangkan tanpa memandang jumlah pendapatan per bulannya.

Hipotesis kedua yang diajukan adalah lamanya pendidikan akhir

kepala rumah tangga berpengaruh positif dan signifikan terhadap konsumsi

rokok suatu rumah tangga. Oleh karena itu, semakin lama pendidikan akhir

kepala rumah tangga maka semakin tinggi konsumsi rokok suatu rumah tang-

ga.

Berdasarkan hasil pengolahan data dengan analisis tobit yang tert-

era pada tabel diatas,untuk α = 0, 05 nilai χtabel = 21, 03 dan nilai χhitung =

1, 11, karena χhitung < χtabel, maka H0 diterima, yang berarti variabel-variabel

independen, dalam hal ini lamanya pendidikan dari kepala rumah tangga tidak

berpengaruh signifikan terhadap variabel dependen, yaitu pengeluaran untuk
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konsumsi rokok. Hal ini dikarenakan konsumsi rokok juga dapat dipengaruhi

oleh lingkungan kerja seseorang tanpa memandang latar belakang pendidikan-

nya.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis yang telah dilakukan maka dapat disimpulkan bahwa

nilai penduga parameter pada model regresi tersensor berbeda dengan model

regresi biasa dan model regresi tersensor menghasilkan nilai MSE yang lebih

kecil.

4.2 Saran

1. Pada penelitian-penelitian regresi, adanya kesalahan dalam analisis data

tersensor sangatlah besar sehingga menimbulkan hasil analisis yang bias

dan tidak menggambarkan data seutuhnya. Disarankan untuk menggu-

nakan regresi tersensor, karena metode ini menggambarkan data seutuh-

nya.

2. Pada skripsi ini hanya dibahas estimasi parameter untuk regresi tersensor.

Disarankan untuk menguji hipotesis parameter pada regresi tersensor.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

LAMPIRAN A

Input SAS I

data subset;

input Tobacco Sme_Ed Sme_Salary @@;

if Tobacco eq 0

then lower=.;

else Lower=Tobacco;

datalines;

300.000 12 1.200.000 0 18 5.500.000 1.200.000 18 6.000.000

0 16 3.000.000 300.000 12 1.500.000 0 16 3.500.000

0 12 1.300.000 600.000 12 1.200.000 0 12 1.200.000

400.000 12 1.300.000 0 16 4.000.000 600.000 16 3.000.000

900.000 16 3.500.000 0 18 5.000.000 0 16 3.000.000
;

proc lifereg data=subset outest=OUTEST(keep=_scale_);

model (lower, tobacco) = Sme_Ed Sme_Salary / d=normal;

output out=OUT xbeta=Xbeta;
run;
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LAMPIRAN B

Output SAS I

The LIFEREG Procedure

Model Information

Data Set WORK.SUBSET
Dependent Variable lower
Dependent Variable Tobacco
Number of Observations 15
Noncensored Values 7
Right Censored Values 0
Left Censored Values 8
Interval Censored Values 0
Name of Distribution Normal
Log Likelihood -108.9473344

Number of Observations Read 15
Number of Observations Used 15

Algorithm converged.

Type III Analysis of Effects

Wald
Effect DF Chi-Square Pr > ChiSq

Sme_Ed 1 1.1804 0.2773
Sme_Salary 1 1.1119 0.2917

Analysis of Parameter Estimates

Standard 95% Confidence Chi-
Parameter DF Estimate Error Limits Square Pr > ChiSq

Intercept 1 3306035 3045501 -2663036 9275107 1.18 0.2777
Sme_Ed 1 -313025 288115.3 -877721 251670.2 1.18 0.2773
Sme_Salary 1 0.4468 0.4237 -0.3836 1.2772 1.11 0.2917
Scale 1 658355.7 202506.1 360276.9 1203053
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LAMPIRAN C

Input SAS II

data predict;

drop lambda _scale_ _prob_;

set out;

if _n_ eq 1 then set outest;

lambda = pdf(’NORMAL’,Xbeta/_scale_)

/ cdf (’NORMAL’, Xbeta/_scale_);

Predict = cdf(’NORMAL’, Xbeta/_scale_)

* (Xbeta + _scale_*lambda);

label Xbeta=’P-VALUE OF UNCENSORED VARIABLE’

Predict = ’P-VALUE OF CENSORED VARIABLE’;

run;

proc print data=predict noobs label;

var tobacco lower sme: xbeta predict;

run;

36



LAMPIRAN D

Output SAS II

MEAN OF MEAN OF
Sme_ UNCENSORED CENSORED

Tobacco lower Sme_Ed Salary VARIABLE VARIABLE
300000 300000 12 1200000 85848.54 307800.01

0 . 18 5500000 128788.24 332049.49
1200000 1200000 18 6000000 352171.10 475437.83

0 . 16 3000000 -362075.10 120357.37
300000 300000 12 1500000 219878.26 387098.59

0 . 16 3500000 -138692.24 199106.40
0 . 12 1300000 130525.11 333053.51

600000 600000 12 1200000 85848.54 307800.01
0 . 12 1200000 85848.54 307800.01

400000 400000 12 1300000 130525.11 333053.51
0 . 16 4000000 84690.62 307161.39

600000 600000 16 3000000 -362075.10 120357.37
900000 900000 16 3500000 -138692.24 199106.40

0 . 18 5000000 -94594.62 218055.10
0 . 16 3000000 -362075.10 120357.37
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