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ABSTRACT

Sarkumanto Mohamad Priagus, 3125041586. Triangle Inequality in

Strictly Convex Banach Space. Thesis. Faculty of Mathematics and

Natural Science, State University of Jakarta. 2011.

......There a discussion about mulberry. There two kinds mulberry, that is mul-

berry scalar and mulberry vector. Mulberry scalar is mulberry has value or big,

for example long, wide, volume, time, and pressure, while mulberry vector is

mulberry has value and also direction, for example energy, speed, and impulse.

According to geometric, vector describable by line with direction, where is long

of line show long (value) vector and the arrow direction shows vector direction.

vector has long that symbolized with ||.||. Vector can form vector space, normed

space, and Banach space. In Banach space, there are triangle inequality. In tri-

angle inequality got similarity in strictly convex Banach space. In this thesis be

discussed triangle inequality in strictly convex Banach space.

Keywords : Banach Space, Normed Space, Vektor Space, Metric Space,

Strictly Convex.

i



ABSTRAK

Sarkumanto Mohamad Priagus, 3125041586. Ketaksamaan Segitiga di

Ruang Banach Strictly Cembung. Skripsi. Fakultas Matematika dan

Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri Jakarta. 2011.

......Ada suatu pembahasan tentang besaran. Ada dua macam besaran, yaitu

besaran skalar dan besaran vektor. Besaran skalar adalah besaran yang memi-

liki nilai atau besar saja, misalnya panjang, luas, volum, waktu, dan tekanan,

sedangkan besaran vektor adalah besaran yang memiliki nilai dan juga arah, mi-

salnya gaya, kecepatan, dan impuls. Secara geometrik, vektor dapat dilukiskan

dengan ruas garis berarah, dimana panjang ruas garis itu menunjukkan besar

(nilai) vektor dan arah panahnya menunjukkan arah vektor. Vektor mempunyai

panjang yang dilambangkan dengan ||.||. Vektor dapat membentuk ruang vektor,

ruang norma, dan ruang Banach. Di dalam ruang Banach ada ketaksamaan se-

gitiga. Di dalam ketaksamaan segitiga tersebut didapat persamaan dalam ruang

Banach strictly cembung (strictly convex ). Pada skripsi ini akan dibahas ketak-

samaan segitiga di ruang Banach strictly cembung (strictly convex ).

Kata kunci : Ruang Banach, Ruang Norma, Ruang Vektor, Ruang

Metrik, Strictly Convex .
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Di dalam bidang fisika ada pembahasan tentang besaran. Dikenal dua macam

besaran, yaitu besaran skalar dan besaran vektor. Besaran skalar adalah besaran

yang memiliki nilai atau besar saja, misalnya panjang, luas, volum, waktu, dan

tekanan, sedangkan besaran vektor adalah besaran yang memiliki nilai dan juga

arah, misalnya gaya, kecepatan, dan impuls. Secara geometrik, vektor dapat

dilukiskan dengan ruas garis berarah, dimana panjang ruas garis itu menunjukkan

besar (nilai) vektor dan arah panahnya menunjukkan arah vektor.

Vektor sering dilambangkan dengan huruf tebal, misalnya x atau bisa juga

dilambangkan dengan memberikan tanda panah di atas sebuah huruf misalnya

~x. Untuk menyatakan panjang atau norma suatu vektor, digunakan notasi |x| ,

|~x| , atau ||x||. Vektor-vektor di dalam R2 dan R3 dapat diperkenalkan secara

geometris sebagai segmen-segmen garis terarah atau panah-panah di dalam R2

dan R3. Vektor di R2 dilambangkan dengan pasangan bilangan, misal vektor a di

R2 maka a=(a1, a2), sedangkan untuk vektor a di R3 dilambangkan dengan tripel

bilangan maka a=(a1, a2, a3).

Pemikiran menggunakan pasangan bilangan untuk meletakkan titik-titik di da-

lam bidang dan tripel bilangan untuk meletakkan titik-titik di dalam ruang mula-

mula diungkapkan secara jelas pada pertengahan abad ke-17. Pada akhir abad

ke-19 para ahli matematika dan para ahli fisika mulai menyadari bahwa tidak per-

lu berhenti dengan tripel. Setelah terbentuk vektor di R2 dan R3, para ahli mulai
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bereksperimen di R4 yang dikenal dengan kuadrupel bilangan (a1, a2, a3, a4) dan

juga vektor di R5 yang dikenal dengan nama kuintupel bilangan (a1, a2, a3, a4, a5).

Walaupun dalam gambaran geometrik tidak melebihi R3, tetapi dengan bekerja

dari sifat analitik atau sifat numerik dari titik dan vektor, dan bukan bekerja dari

sifat geometris, vektor dapat melebihi R3. Pembahasan yang melebihi R3 dikenal

dengan ruang Euclidis. Di dalam ruang Euclidis ruang-ruang yang ada dapat

berdimensi sampai dengan n atau Rn.

Suatu vektor dengan norma vektor tersebut membentuk suatu ruang yang

dikenal dengan nama ruang norma (Normed Space). Salah satu pembahasan

yang menarik mengenai vektor, norma, dan ruang Euclidis adalah ruang Banach.

Ruang Banach didefinisikan sebagai ruang linier terukur. Ruang Banach disebut

juga sebagai norma ruang vektor lengkap. Suatu vektor di R2, R3, sampai di

Rn juga merupakan ruang Banach. Pembahasan mengenai ruang Banach telah

dikembangkan oleh beberapa peneliti, misalnya ketaksamaan segitiga dalam ruang

Banach yang telah dikembangkan oleh Mitani dan Saito dalam jurnalnya yang

berjudul On Sharp Triangle Inequality in Banach Spaces II pada tahun 2010.

Dalam skripsi ini akan dibahas kembali ketaksamaan segitiga dalam ruang Banach

strictly convex.

1.2 Perumusan Masalah

Dalam skripsi ini perumusan masalah yang akan dibahas adalah bagaimana

bentuk ketaksamaan segitiga di ruang Banach strictly convex?
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1.3 Pembatasan Masalah

Dalam skripsi ini masalah dibatasi:

1. Ruang Banach dalam ketaksamaan segitiga di ruang Banach strictly

....convex adalah ruang Banach di Rn.

2. Ruang Banach yang dibahas adalah ruang Banach riil.

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah:

1. Mengetahui ketaksamaan segitiga di ruang Banach.

2. Mendapatkan persamaan dari ketaksamaan segitiga di ruang Banach

....strictly convex.

1.5 Manfaat Penulisan

Untuk memberikan pengetahuan mengenai vektor, norma, ilmu hitung vektor,

ruang Banach, sifat metrik, sifat-sifat strictly convex, dan mengetahui beberapa

ketaksamaan yang ada dalam ruang Banach.

1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian pada skripsi ini adalah kajian teoritis dalam bidang alja-

bar linear, analisis riil, topologi, dan analisis fungsional dengan menggunakan

pemikiran logis yang didasarkan pada buku-buku mengenai vektor, norma, ru-

ang Euclidis, dan ruang Banach, juga didasarkan pada jurnal-jurnal mengenai

ketaksamaan segitiga dalam ruang Banach.



BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Vektor

Vektor merupakan sebuah ruas garis berarah yang mempunyai nilai atau besar.

Vektor dinyatakan dengan huruf tebal, misalnya u,v,w, dan sebagainya. Panjang

atau besar vektor biasa disebut dengan norma. Norma dinotasikan dengan ||.||,
misalnya panjang vektor x dinyatakan dengan ||x||, dan sebagainya. Jika titik per-

mulaan suatu vektor v adalah A dan titik terminalnya adalah B, maka vektor v

dapat dituliskan v =
−→
AB. Vektor-vektor yang mempunyai panjang dan arah yang

sama, dinamakan vektor yang ekivalen. Karena vektor hanya akan ditentukan

oleh panjang dan arahnya, maka vektor-vektor ekivalen dianggap sama walaupun

vektor-vektor tersebut mungkin diletakkan dalam kedudukan yang berbeda-beda.

Jika v dan w ekivalen maka v = w.

Gambar 2.1: (a)Vektor
−→
AB (b)Vektor-vektor ekivalen

Definisi 2.1.1. (Anton, 1991: 98). Jika v dan w adalah dua vektor, maka jum-

lah v + w adalah vektor yang ditentukan sebagai berikut. Tempatkan vektor w

4
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sehingga titik permulaannya berimpit dengan titik terminal dari v. Vektor v + w

dinyatakan dengan panah dari titik permulaan dari v ke titik terminal dari w.

Gambar 2.2: Penjumlahan vektor

Di dalam gambar 2.2 telah terbentuk dua jumlah, yakni v + w dan w + v.

Jelas bahwa v + w = w + v, dan jumlah tersebut berimpit dengan diagonal

dari paralelogram yang ditentukan oleh v dan w bila vektor-vektor ini diletakkan

sehingga vektor-vektor tersebut mempunyai titik permulaan yang sama. Vektor

yang memiliki panjang nol dinamakan vektor nol (zero vector) dan dinyatakan

dengan 0. Vektor 0 memiliki sifat 0 + v = v + 0.

2.1.1 Vektor di Rn

Suatu vektor di ruang yang berdimensi lebih dari 3 tidak dapat digambarkan

secara geometrik , tetapi dengan menggunakan sifat analitik, vektor dapat sampai

berdimensi n atau Rn. Vektor x=(x1, x2, ....., xn), ‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2 + ... + x2
n =(

n∑
k=1

x2
k

) 1
2

. Panjang vektor di Rn dikenal dengan nama Euclidean norm atau

Norma Euclidis.

2.2 Ruang Vektor

Diberikan suatu himpunan V dan suatu lapangan F . Elemen dari V disebut

vektor dan elemen dari F disebut skalar. Ruang vektor mempunyai dua operasi
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biner, yaitu + dan . yang masing masing menotasikan operasi penjumlahan dua

vektor dan operasi perkalian antara suatu vektor dan skalar.

2.2.1 Field (Lapangan)

Pandang F suatu himpunan, didefinisikan 2 operasi yang disebut penjumlahan

(+) dan perkalian (.). F merupakan field apabila memenuhi aksioma:

1. Untuk setiap α, β ∈ F maka α + β ∈ F dan αβ ∈ F . Dikatakan F tertutup

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian.

2. Untuk setiap α, β, γ ∈ F maka (α + β) + γ = α + (β + γ).

3. Terdapat 0 ∈ F disebut elemen nol, sedemikian sehingga 0+α = α+0 = α,

untuk setiap α ∈ F .

4. Untuk masing-masing α ∈ F , terdapat −α ∈ F , disebut negatif dari α,

sedemikian sehingga (−α) + α = α + (−α) = 0.

5. Untuk setiap α, β ∈ F maka α + β = β + α.

6. Untuk setiap α, β, γ ∈ F maka (αβ)γ = α(βγ).

7. Untuk setiap α, β, γ ∈ F maka:

(i) α(β + γ) = αβ + αγ

(ii)(β + γ)α = βα + γα.

8. Untuk setiap α, β ∈ F maka αβ = βα.

9. Terdapat 1 ∈ F , disebut elemen satuan dari F , sedemikian sehingga 1α =

α1 = α, untuk setiap α ∈ F .

10. Untuk masing-masing α 6= 0 ∈ F , terdapat α−1, disebut invers (kebalikan

dari α), sedemikian sehingga α−1α = αα−1 = 1.
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Anggota-anggota (elemen-elemen) dari suatu field disebut skalar.

Contoh:

1. Himpunan bilangan riil R merupakan field terhadap operasi penjumlahan

dan perkalian hitung biasa.

2. Himpunan bilangan kompleks C, yaitu himpunan berbentuk x+yi dengan

x dan y riil serta i =
√−1, merupakan field terhadap operasi penjumlahan

dan perkalian.

2.2.2 Ruang Vektor atas Suatu Field

Pandang suatu himpunan V dan suatu field F . Didefinisikan operasi penjum-

lahan terhadap elemen-elemen V dan perkalian elemen-elemen V dengan elemen

F (disebut perkalian skalar). Maka V disebut ruang vektor atas field F bila

memenuhi:

1. Untuk setiap u,v∈ V maka u + v ∈ V (tertutup terhadap operasi penjum-

lahan).

2. Untuk setiap u,v∈ V maka u+v=v+u.

3. Untuk setiap u,v,w∈ V maka u+(v+w)=(u+v)+w.

4. Ada 0∈ V sedemikian sehingga u+0=0+u=u.

5. Ada -u∈ V sedemikian sehingga u+(-u)=(-u)+u=0.

6. Ada k ∈ F dan u∈ V maka ku∈ V (tertutup terhadap operasi perkalian

skalar).

7. Untuk skalar 1 ∈ F maka 1u=u.

8. Untuk setiap k ∈ F dan u,v∈ V berlaku k(u+v)=ku+kv.
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9. Untuk setiap k, l ∈ F dan u∈ V berlaku (k+l)u=ku+lu.

10. Untuk setiap k, l ∈ F dan u∈ V berlaku (kl)u=k(lu).

Anggota-anggota dari ruang vektor disebut vektor.

Contoh:

1. Karena R merupakan field maka R2 juga suatu ruang vektor atas field R

tersebut.

2. Misal himpunan V = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 4} bukan merupakan ruang

vektor, karena jika diambil sebarang vektor anggota himpunan V , misal

u=(1,1)∈ V dan v=(2,0)∈ V tetapi u+v=(3,1) bukan anggota himpunan

V menyebabkan aksioma ruang vektor yang pertama tidak terpenuhi.

2.3 Operasi Vektor

Berikut ini beberapa operasi penjumlahan dan perkalian skalar pada vektor:

Teorema 2.3.1. Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor di dalam Rn , sedangkan

k dan l adalah skalar, maka hubungan yang berikut akan berlaku.

1. Untuk setiap u,v ∈ V maka u + v ∈ V (tertutup terhadap operasi penjum-

lahan).

2. Untuk setiap u,v ∈ V maka u+v=v+u.

3. Untuk setiap u,v,w ∈ V maka u+(v+w)=(u+v)+w.

4. Ada 0 ∈ V sedemikian sehingga u+0=0+u=u.

5. Ada -u ∈ V sedemikian sehingga u+(-u)=(-u)+u=0.
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6. Ada k ∈ F dan u ∈ V maka ku ∈ V (tertutup terhadap operasi perkalian

skalar).

7. Untuk skalar 1 ∈ F maka 1u=u.

8. Untuk setiap k ∈ F dan u,v ∈ V berlaku k(u+v)=ku+kv.

9. Untuk setiap k, l ∈ F dan u ∈ V berlaku (k+l)u=ku+lu.

10. Untuk setiap k, l ∈ F dan u ∈ V berlaku (kl)u=k(lu).

atau dengan kata lain Rn suatu ruang vektor atas R.

Bukti.

Misalu = (u1, u2, ..., un) , v = (v1, v2, ..., vn), danw = (w1, w2, ..., wn)

1. u,v ∈ V makau + v ∈ V

. u + v = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn) ∈ V

2. u,v ∈ V makau + v = v + u

. u + v = (u1, u2, ..., un) + (v1, v2, ..., vn)

... = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn)

... = (v1 + u1, v2 + u2, ..., vn + un)

... = (v1, v2, ..., vn) + (u1, u2, ..., un)

... = v + u

3. u,v,w ∈ V maka u + (v + w) = (u + v) + w

. u + (v + w) = (u1, u2, ..., un) + [(v1, v2, ..., vn) + (w1, w2, ..., wn)]

... = (u1, u2, ..., un) + (v1 + w1, v2 + w2, ..., vn + wn)

... = (u1 + [v1 + w1], u2 + [v2 + w2], ..., un + [vn + wn]

....................... = ([u1 + v1] + w1, [u2 + v2] + w2, ..., [un + vn] + wn

... = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn) + (w1, w2, ..., wn)

... = [(u1, u2, ..., un) + (v1, v2, ..., vn)] + (w1, w2, ..., wn)
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... = (u + v) + w

4. ∃0 ∈ V sehingga u + 0 = 0 + u = u

. (u1, u2, ..., un) + (0, 0, ..., 0) = (u1 + 0, u2 + 0, ..., un + 0)

..... = (0 + u1, 0 + u2, ..., 0 + un)

..... = (0, 0, ..., 0) + (u1, u2, ..., un)

..... = 0 + u

..... = (u1, u2, ..., un)

...... = u

5. ∃ − u ∈ V makau + (−u) = (−u) + u = 0

. (u1, u2, ..., un) + (−u1,−u2, ...,−un) = (u1 − u1, u2 − u2, ..., un − un)

.......... = (−u1 + u1,−u2 + u2, ...,−un + un)

.......... = (0, 0, ..., 0)

.......... = (−u1,−u2, ...,−u3) + (u1, u2, ..., un)

.......... = (−u) + u

6. ∃k ∈ F dan u ∈ V maka ku ∈ V

. ku = k(u1, u2, ..., un)

. = (ku1, ku2, ..., kun) ∈ V

7. ∃1 ∈ F maka 1u = u

. 1u = 1 (u1, u2, ..., un)

.. = (1u1, 1u2, ..., 1un)

.. = (u1, u2, ..., un)

.... = u

8. ∃k ∈ F dan u,v ∈ V berlaku k(u + v) = ku + kv

..... k(u + v) = k{[ u1, u2, ..., un] + [v1, v2, ..., vn])

..... = k(u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn)

..... = (k(u1 + v1), k(u2 + v2), ..., k(un + vn))

..... = (ku1 + kv1, ku2 + kv2, ..., kun + kvn)
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..... = (ku1, ku2, ..., kun) + (kv1, kv2, ..., kv3)

..... = k(u1, u2, ..., un) + k(v1, v2, ..., vn)

..... = ku + kv

9. k, l ∈ F danu ∈ V berlaku (k + l)u = ku + lu

...... (k + l)u = (k + l)(u1, u2, ..., un)

..... = ((k + l)u1, (k + l)u2, ..., (k + l)un)

..... = (ku1 + lu1, ku2 + lu2, ..., kun + lun)

..... = (ku1, ku2, ..., kun) + (lu1, lu2, ..., lun)

..... = k(u1, u2, ..., un) + l(u1, u2, ..., un)

..... = ku + lu

10. k, l ∈ F danu ∈ V berlaku (kl)u = k(lu)

...... (kl)u = (kl)(u1, u2, ..., un)

..... = (klu1, klu2, ..., klun)

..... = k(lu1, lu2, ..., lun)

..... = k(l(u1, u2, ..., un))

..... = k(lu)

Berdasarkan teorema tersebut terbukti Rn merupakan ruang vektor. 2

Perkalian titik pada vektor

Definisi 2.3.1. (Anton, 1991: 110). Jika u dan v adalah vektor-vektor di dalam

R2 atau R3 dan θ adalah sudut di antara u dan v, maka perkalian titik (dot

product) atau perkalian dalam Euklidis (Euclidean inner product) u.v didefinisikan

oleh:

u.v =




||u|| ||v|| cos θ, jikau 6= 0 dan v 6= 0

0 , jikau = 0 atau v = 0

Dari definisi 2.3.1 tersebut dapat diperoleh definisi 2.3.2 berikut
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Definisi 2.3.2. (Anton, 1991: 135). Jika u = (u1, u2, ..., un) dan v = (v1, v2, ..., vn)

adalah sebarang vektor di dalam Rn, maka perkalian dalam Euclidis (Euclidean

inner product) u.v didefinisikan oleh:

u.v = u1v1 + u2v2 + ... + unvn

Berikut ini beberapa sifat perkalian titik pada vektor:

Teorema 2.3.2. (Anton, 1991: 135). Jika u,v, dan w adalah vektor-vektor di

dalam Rn dan k adalah sebarang skalar maka:

(a) u · v = v · u
(b) (u + v) ·w = u ·w + v ·w
(c) (ku) · v = k(u · v)

(d) v · v ≥ 0. Selanjutnya, v · v = 0 jika dan hanya jika v =0

Bukti.

a. u.v = v.u

. = u1v1 + u2v2 + ... + unvn

. = v1u1 + v2u2 + ... + vnun

. = v.u

b. (u + v).w = u.w + v.w

.. = (u1v1, u2 + v2, ..., un + vn).(w1, w2, ..., wn)

.. = (u1 + v1)w1 + (u2 + v2)w2 + ... + (un + vn)wn

.. = (u1w1 + v1w1 + u2w2 + v2w2 + ... + unwn + vnwn

.. = (u1w1 + u2w2 + ... + unwn) + (v1w1 + v2w2 + ... + vnwn)

... = u.w + v.w

c. (ku).v = k(u.v)

. = (k(u1, u2, ..., un)).(v1, v2, ..., vn)

. = (ku1, ku2, ..., kun).(v1, v2, ..., vn)

. = ku1v1 + ku2v2 + ... + kunvn
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. = k(u1v1 + u2v2 + ... + unvn)

. = k(u.v)

d. v.v ≥ 0.

. v = (v1, v2, ..., vn)

. v.v = v1.v1 + v2.v2 + ... + vn.vn

. = v2
1 + v2

2 + ... + v2
n > 0

. v.v = 0 ⇔ v = 0

. ⇐ v = 0 = (0, 0, ..., 0), v.v = v1.v1 + v2.v2 + ... + vn.vn

. = 0.0 + 0.0 + ... + 0.0

. = 0

. ⇒ v.v = 0

. = 0.0 + 0.0 + ...0.0

. = v1.v1 + v2.v2 + ... + vn.vn

. v = (v1, v2, ..., vn) = (0, 0, ..., 0)

. v = 0 2

2.3.1 Jarak dua buah titik

Misal dua buah titik di R2, x = (x1, x2) dan y = (y1, y2) maka jarak dari titik

x ke titik y lambangkan dengan d.

d =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2

Demikian juga dengan dua buah titik di R3, x = (x1, x2, x3) dan y = (y1, y2, y3),

maka jarak dari titik x ke titik y adalah

d =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2

Berdasarkan perhitungan jarak dua buah titik di R2 dan R3 maka untuk jarak

dua buah titik di Rn, misal titik x = (x1, x2, ..., xn) dan y = (y1, y2, ..., yn) adalah

d =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + ... + (yn − xn)2
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2.4 Ruang Norma

Misal V merupakan suatu ruang vektor. Maka V dengan operasi vektor di

Teorema 2.3.1, maka ||v|| adalah suatu norma pada V apabila untuk setiap v,w∈
V dan k ∈ R, berlaku aksioma di bawah ini:

1. ||v|| > 0 dan ||v||=0 jika dan hanya jika v=0

2. ||kv|| = |k|.||v||

3. ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w||

Suatu ruang vektor V bersama dengan suatu norm disebut norma ruang vektor

linier atau disingkat ruang norma. Bilangan riil ||v|| disebut norma dari vektor

v. Pasangan (V, ||.||) disebut Ruang Norma. (Lipschutz, 1965: 118).

2.4.1 Contoh Ruang Norma

Berikut adalah beberapa contoh ruang norma:

1. Himpunan Rm adalah suatu ruang vektor linier dengan operasi penjumlahan

didefinisikan oleh

(a1, ..., am) + (b1, ..., bm) = (a1 + b1, ..., am + bm)

dan perkalian skalar didefinisikan oleh

k(a1, ..., am) = (ka1, ..., kam)

Fungsi pada Rm didefinisikan oleh

||(a1, ..., am)||=
√

a2
1 + ... + a2

m =
√∑

a2
i =

√∑ |ai|2
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adalah suatu norma dan disebut norma Euklid pada Rm. Norma Euklid

pada Rm mempengaruhi metrik Euklid pada Rm. Jika p=(a1, a2, a3) adalah

suatu titik di R3, maka ||p|| merupakan panjang dari vektor p.

2. Ruang `p didefinisikan untuk 1 ≤ p < ∞ adalah ruang vektor untuk semua

barisan x = (xk) dengan norma

||x|| = (
∑n

k=1 |xk|p)
1
p .

3. Dua fungsi di bawah ini adalah juga norma pada ruang vektor Rm:

||(a1, .., am)|| = max(|a1|, |a2|, ..., |am|)
||(a1, .., am)|| = |a1|+ |a2|+ ... + |am|

4. Kelas C[0,1] dari semua fungsi riil kontinu pada interval I=[0,1] adalah ru-

ang linier karena jumlah dan perkalian skalar dari fungsi kontinu adalah

kontinu. Fungsi pada C[0,1] didefinisikan oleh

||f || =

1∫

0

|f(x)| dx

adalah suatu norma pada C[0,1].

5. Fungsi pada ruang linier C[0,1] didefinisikan oleh

||f || = sup{ |f(x)| : x ∈ [0, 1]}

juga merupakan suatu norma.

6. Himpunan barisan (an) sedemikian sehingga
∑ |an|2 < ∞ adalah suatu

ruang linier. Fungsi pada R∞ didefinisikan oleh

||(an)|| =
√∑

|an|2
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adalah suatu norma dan disebut norma-`2 pada R∞.

7. Norma satuan, misal diberikan suatu vektor v tak nol, maka 1
||v||v adalah

suatu vektor dengan norma 1, karena || 1
||v||v|| = 1

||v|| ||v|| = 1.

2.5 Ruang Metrik

Definisi 2.5.1. (Gozali, 2010: 1). Ruang metrik adalah suatu himpunan tak

kosong X yang disertai fungsi d : X × X → R (disebut metrik di X), sehingga

untuk semua a, b, c ∈ X berlaku:

1. d(a, b) ≥ 0 dengan d(a,b)=0 jika dan hanya jika a=b. (Positif Definit)

2. d(a,b)=d(b,a) (simetri)

3. d(a,c)≤d(a,b)+d(b,c) (Ketaksamaan Segitiga)

Bilangan riil d(a,b) disebut metrik dari a ke b. Ruang metrik sering dinyatakan

sebagai (X,d).

Aksioma yang pertama menyatakan bahwa jarak dari suatu titik ke titik la-

innya adalah tidak pernah negatif, dan bahwa jarak suatu titik ke dirinya sendiri

adalah nol.

Aksioma yang kedua menyatakan bahwa jarak dari titik a ke titik b adalah

sama dengan jarak dari titik b ke titik a, dapat dikatakan jarak diantara a dan b.

Aksioma yang ketiga disebut ketaksamaan segitiga karena jika a,b,c adalah

titik di ruang-2, maka jarak a ke c akan kurang dari jarak a ke b ditambah jarak

b ke c, atau jarak a ke c sama dengan jarak a ke b ditambah jarak b ke c, jika

a,b,c adalah titik-titik yang segaris.

Jika a,b,c tidak segaris maka d(a,c)<d(a,b)+d(b,c), tetapi jika a,b,c segaris maka

d(a,c)=d(a,b)+d(b,c).
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Gambar 2.3: Ketaksamaan Segitiga

Aksioma yang keempat menyatakan bahwa jarak a ke b sama dengan nol jika

dan hanya jika a adalah b.

2.5.1 Beberapa contoh metrik

Berikut ini beberapa contoh metrik:

1. Fungsi d yang didefinisikan oleh d(a,b)=|a − b|, dimana a dan b bilangan

riil, adalah suatu metrik dan disebut metrik biasa pada garis bilangan riil

R. Fungsi d yang didefinisikan oleh

d(p,q)=
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2

apabila p=(a1, a2) dan q=(b1, b2) adalah titik-titik dibidang R2, adalah su-

atu metrik dan disebut metrik biasa pada R2.

2. Misal C[0,1] dinotasikan sebagai fungsi kontinu dari unit selang tutup [0,1].

Suatu metrik didefinisikan dalam kelas C[0,1] sebagai berikut:

d(f, g) =

1∫

0

|f(x)− g(x)| dx

3. Misal C[0,1] dinotasikan sebagai koleksi dari fungsi kontinu di [0,1]. Metrik

lainnya didefinisikan di [0,1] sebagai berikut:

d∗(f, g) = sup {|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}
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dimana d*(f,g) adalah jarak vertikal terjauh antara fungsi f(x) dengan fungsi

g(x).

4. Misal p=(a1, a2) dan q=(b1, b2) merupakan sebarang titik-titik di bidang R2.

Fungsi d1 dan d2 didefinisikan oleh:

d1(p,q)=max(|a1 − b1|, |a2 − b2|)
d2(p,q)=|a1 − b1|+ |a2 − b2|
adalah metrik-metrik yang berbeda di R2

2.5.2 Barisan Cauchy

Definisi . 2.5.2.1. Misal (X, d) suatu ruang metrik. Suatu barisan (an : n ∈ N)

adalah suatu barisan Cauchy jika dan hanya jika ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N sedemikian

sehingga

n,m > n0 ⇒ d(an, am) < ε.

Karenanya, dalam kasus X adalah ruang norma, (an) adalah barisan Cauchy

jika dan hanya jika untuk setiap ε > 0, ∃n0 ∈ N sedemikian sehingga n,m > n0 ⇒
||an − am|| < ε.

Contoh:

1. Misal (an : n ∈ N) merupakan barisan Cauchy dari bilangan bulat. Maka

bentuk barisannya harus

(a1, a2, ..., an0 , b, b, b, ...)

Barisan ini konstan sesudah suku ke-n0. karena jika dipilih ε = 1
2
, maka

an, am ∈ Z dan |an − am| < 1
2

mengakibatkan an = am.
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2. Akan ditunjukkan bahwa setiap barisan konvergen adalah barisan Cauchy.

Misal an → b dan misal ε > 0. Maka ada n0 ∈ N yang cukup besar

sedemikian sehingga

n > n0 maka |an − b| < 1
2
ε dan m > n0 maka |am − b| < 1

2
ε

Akibatnya, n,m > n0 maka

|an − am| = |an − b + b− am| ≤ |an − b|+ |b− am| < 1
2
ε + 1

2
ε = ε

Karenanya (an) adalah barisan Cauchy.

3. Misal (an) suatu barisan konvergen di ruang metrik, sebut an → p. Maka

(an) adalah barisan Cauchy, karena untuk setiap ε > 0, ∃n0 ∈ N sedemikian

sehingga n > n0 ⇒ d(an, p) < 1
2
ε

sehingga, dengan ketaksamaan segitiga,

n,m > n0 ⇒ d(an, am) ≤ d(an, p) + d(am, p) < 1
2
ε + 1

2
ε = ε.

Dengan kata lain, (an) adalah barisan Cauchy.

Dinyatakan hasil dari contoh tersebut sebagai proposisi.

Proposisi 2.5.2.1. (Lipschutz, 1965: 51). Setiap barisan konvergen di sua-

tu ruang metrik adalah Barisan Cauchy, tetapi barisan Cauchy belum tentu

merupakan barisan yang konvergen.

4. Misal X=(0,1) dengan metrik biasa. Maka (1
2
, 1

3
, 1

4
, ...) adalah suatu barisan

di X yang Cauchy tetapi tidak konvergen di X.

karena barisan (1
2
, 1

3
, 1

4
, ...) konvergen ke 0, tetapi X=(0,1) sehingga 0 bukan

anggota X. Jadi barisan (1
2
, 1

3
, 1

4
, ...) tidak konvergen ke suatu titik di X.
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2.5.3 Kelengkapan

Definisi . 2.5.3.1. (X,d) ruang metrik, A ∈ X, A disebut lengkap jika setiap

barisan Cauchy di A konvergen ke suatu titik di A.

Contoh:

1. Himpunan Z=(...,-2,-1,0,1,2,...) dari bilangan bulat adalah lengkap. Barisan

Cauchy (an : n ∈ N) dari titik di Z adalah dari bentuk

(a1, a2, ..., an0 , b, b, b, ...)

yang konvergen ke titik b ∈ Z.

2. Himpunan Q dari bilangan rasional adalah tidak lengkap. Dapat dipilih

suatu barisan dari bilangan rasional, seperti (1,1.4,1.41,1.412,...) yang kon-

vergen ke bilangan riil
√

2, tetapi tidak rasional, dan bukan merupakan

anggota Q.

2.5.4 Ruang Metrik Lengkap

Definisi . 2.5.4.1. Suatu ruang metrik (X,d) adalah lengkap jika barisan Cauchy

(an) di X konvergen ke suatu titik p ∈ X.

Contoh:

1. Bilangan riil R dengan metrik biasa adalah lengkap.

2. Selang buka X=(0,1) dengan metrik umum adalah tidak lengkap karena

barisan (1
2
, 1

3
, 1

4
, ...) di X adalah Cauchy tetapi tidak konvergen ke suatu

titik di X.
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2.5.5 Ruang Hilbert

Himpunan dari semua barisan riil tak terbatas

(a1, a2, ...) sedemikian hingga
∞∑

n=1

a2
n < ∞

dinotasikan dengan R∞.

Contoh : Perhatikan barisan

p = (1, 1, 1, ...) dan q =

(
1,

1

2
,
1

4
,
1

8
, ...

)

karena 12 +12 + ... tidak konvergen, maka p bukan merupakan titik di R∞. Di sisi

lain, barisan 12 + (1
2
)2 + (1

4
)2 + ... konvergen, maka q adalah suatu titik di R∞.

Sekarang misal p = (an) dan q = (bn) berada di R∞. Maka fungsi d didefinisikan

oleh:

d(p, q) =

√√√√
∞∑

n=1

|an − bn|2

adalah suatu metrik dan disebut metrik-`2 pada R∞. Diasumsikan metrik ini

pada R∞. Ruang metrik terdiri atas R∞ dengan metrik-`2 disebut Ruang Hilbert

atau ruang-`2 dan dinotasikan dengan H.

Misal p = (1
3
, 1

9
, 1

27
, ...) = (an) dan q = (1, 2

3
, 4

9
, ...) = (bn), masing-masing adalah

suatu titik di R∞. Pasangan (R∞, d) = H adalah ruang Hilbert.

2.6 Convex

Definisi 2.6.1. (Rudin, 1965: 31). Suatu interval (a,b) merupakan himpunan

bilangan riil x sedemikian sehingga a < x < b. Sedangkan interval [a,b] merupakan

himpunan bilangan riil x sedemikian sehingga a ≤ x ≤ b. Ada juga interval
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setengah buka [a,b) dan(a,b] yang merupakan himpunan bilangan riil a ≤ x < b

dan a < x ≤ b.

Jika ai < bi untuk i=1,...,k , himpunan semua titik x=(x1, ..., xn) di Rk dimana

koordinatnya memenuhi ketaksamaan ai ≤ xi ≤ bi (1 ≤ i ≤ k) disebut sel-k. Sel-1

adalah interval, sel-2 adalah persegi panjang, dan seterusnya.

Jika x ∈ Rk dan r > 0, bola buka atau tutup B dengan pusat x dan radius r

adalah didefinisikan sebagai himpunan semua y ∈ Rk sedemikian sehingga |y −
x| < r atau |y − x| ≤ r.

Suatu himpunan E ⊂ Rk dikatakan convex jika ∀x, y ∈ E dan 0 < λ < 1

berlaku

λx + (1− λ)y ∈ E

Sebagai contoh, bola adalah convex karena jika |y − x| < r, |z − x| < r dan

0 < λ < 1 maka

|λy + (1− λ)z − x| = |λ(y − x) + (1− λ)(z − x)|
≤ λ |y − x| + (1− λ) |z − x|
< λr + (1− λ)r

= r .

2.7 Ruang Banach

Definisi 2.7.1. (Morrison, 2001: 18). Suatu ruang norma (X, ||.||) adalah suatu

ruang Banach apabila ruang metrik (X, d) yang diperoleh dari (X, ||.||) merupakan

suatu ruang metrik lengkap.

2.7.1 Contoh Ruang Banach

Berikut ini contoh ruang Banach:
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1. Sistem bilangan riil, R, dengan struktur garis dan norma didefinisikan se-

bagai ”nilai mutlak” adalah suatu ruang Banach. Demikian juga, bilangan

kompleks C, bersama dengan nilai mutlak untuk suatu norma, mendasari

suatu ruang Banach kompleks. Kata ”kompleks”, merupakan skalar dari

ruang Banach, maksudnya untuk menunjukkan ruang Banach yang skalar-

nya adalah bilangan kompleks disebut ruang Banach kompleks, tetapi bila

hanya disebut ruang Banach berarti ruang Banach tersebut adalah Banach

riil.

2. Jika n ∈ N, maka ruang-n Euclidis, Rn, dengan operator linier umum dari

penambahan vektor dan perkalian skalar bersama dengan norma Euclidis

untuk x=(x1, x2, x3, ..., xn) ∈ Rn didefinisikan oleh

||x|| = ||(x1, x2, x3, ..., xn)|| ≡
(

n∑
i=1

x2
i

)1/2

adalah suatu ruang Banach yang kadang-kadang dinotasikan dengan simbol

ln2 atau norma−`2.

3. Ruang C([0,1]) dari fungsi kontinu bernilai riil pada interval [0,1] dengan

operator linier umum dari operasi penambahan dan perkalian skalar adalah

ruang Banach yang didapat dengan norma: ||f ||∞ ≡ sup{|f(t)| : 0 ≤ t ≤ 1

untuk f ∈ C([0, 1])}. (Supremum ada ketika setiap fungsi kontinu di-

definisikan pada himpunan kompak, seperti [0,1], dan terbatas, sehingga

||f ||∞ < ∞ untuk setiap f). Untuk membuktikan norma tersebut di atas,

pertama perhatikan bahwa sifat (i) dan (ii) dari norma tersebut siap di-

buktikan untuk ||.||∞. Untuk menetapkan sifat (iii), misal f1 dan f2 ada di
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C([0,1]) dan amati bahwa untuk setiap t ∈ [0, 1],

|(f1 + f2)(t)| = |f1(t) + f2(t)| ≤ |f1(t)|+ |f2(t)|.

Sekarang dari definisi norma, terdapat |f1(t)| ≤ ||f1||∞ dan |f2(t)| ≤ ||f2||∞,

jadi untuk setiap t, |(f1 + f2)(t)| ≤ ||f1||∞ + ||f2||∞. Maka

||f1 + f2||∞ = sup{|(f1 + f2)(t) : 0 ≤ t ≤ 1} ≤ ||f1||∞ + ||f2||∞

dan sifat (iii) terbentuk. Akhirnya untuk menunjukkan bahwa C([0,1])

adalah suatu ruang Banach, harus ditunjukkan bahwa barisan Cauchy di

C([0,1]) konvergen di C([0,1]). Misal fn ∈ C([0, 1]) untuk n ∈ N, dan an-

daikan bahwa ||fn − fm||∞ → 0 apabila n,m → ∞. Pertama dikonstruksi

fungsi f : [0, 1] → R, dimana barisan (fn)n konvergen ke fungsi ini, dan

menunjukkan bahwa fungsi ini di C([0,1]). Diamati bahwa karena (fn) ada-

lah barisan Cauchy, maka untuk setiap ε > 0 ada suatu bilangan asli Nε

sedemikian sehingga |fn(t)− fm(t)| < ε
3

untuk semua n,m ≥ Nε dan semua

t ∈ [0, 1]. Khususnya, untuk setiap nilai t ∈ [0, 1], (fn(t)) adalah barisan

Cauchy dari bilangan riil dan karenanya konvergen. Sekarang definisikan

untuk setiap t ∈ [0, 1], f(t) := limnfn(t) dan amati bahwa untuk semua

t ∈ [0, 1], |f(t) − fm(t)| = |limnfn(t) − fm(t)| < ε/3 kapanpun n,m ≥ Nε

jadi untuk m ≥ Nε

||f − fm||∞ = sup {|f(t)− fm(t)| : 0 ≤ t ≤ 1} ≤ ε/3.

Dengan demikian (fm) konvergen ke f. Hanya perlu ditunjukkan kekontinu-

an dari f. Jadi, menggunakan Nε seperti sebelumnya, untuk n = Nε, karena

dimiliki kekontinuan dari setiap fn yang diberikan t ∈ [0, 1] maka ada ling-
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kungan Ut dari t sedemikian sehingga jika s ∈ Ut maka |fn(t)−fn(s)| ≤ ε/3.

Dari sini didapatkan bahwa jika s ∈ Ut maka

|f(t)− f(s)| ≤ |f(t)− fn(t)|+ |fn(t)− fn(s)|+ |fn(s)− f(s)|
< ε/3 + ε/3 + ε/3

= ε

Jadi f adalah kontinu di t (untuk setiap t di [0,1]).

4. Misal 1 ≤ p < ∞ merupakan bilangan riil dan dinotasikan dengan `p koleksi

dari semua barisan riil (xn)n sedemikian sehingga
∑

n |xn|p < ∞. Ditun-

jukkan disini bahwa `p dengan fungsional ||(xn)||p = (
∑

n |xn|p)
1
p adalah

ruang Banach.

Jika p=1, fakta bahwa `1 adalah ruang norma, sedangkan kasus p > 1 me-

libatkan beberapa ketaksamaan klasik.

Lemma 2.7.1.1. (Morrison, 2001: 29). Misal 0 < α < 1 dan a, b ≥ 0,

maka aαb1−α ≤ αa + (1− α)b.

Bukti. Jika a=0 atau b=0 maka ketaksamaan tersebut benar. Jika a=b

maka akan didapatkan kesamaan. Kemudian Diasumsikan a, b > 0 dengan

a < b. Berdasarkan teorema nilai rata-rata:

f(b)−f(a)
b−a

= f ′(c), ..untuk..suatu..c ∈ (a, b)

Jadi ada bilangan riil ε sedemikian sehingga a < ε < b dan memenuhi

f(b)−f(a)
b−a

= f ′(ε)

Misal f(x)=x1−α. Perhatikan bahwa

f(a) = a1−α

f(b) = b1−α
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f(ε) = ε1−α dan f ′(ε) = (1− α)ε−α

Didapatkan b1−α−a1−α

b−a
= (1− α)ε−α < (1− α)a−α karena a < ε.

Kemudian kalikan keduanya dengan (b− a)aα, didapatkan

aα(b1−α − a1−α) < (1− α)(b− a)

aαb1−α − a < b− a− αb + αa

aαb1−α < αa + (1− α)b

2

Ketaksamaan Holder.

Teorema 2.7.1.1. (Morrison, 2001: 29). Misal x = (xn) ∈ `p dan y =

(yn) ∈ `q, dimana 1 < p < ∞, 1 < q < ∞ dan 1
p

+ 1
q

= 1 maka

∑
n |xnyn| ≤ (

∑
n |xn|p)

1
p (

∑
n |yn|q)

1
q = ||(xn)n||p||(yn)n||q.

Bukti. Misal p, q ∈ R dengan 1 < p < ∞ dimana 1
p

+ 1
q

= 1. Karena p > 1

maka 0 < 1
p

< 1, Perhatikan bahwa

0 < 1
p

< 1

0 < 1− 1
q

= 1
p

< 1

didapatkan q > 1.

Misalkan A > 0 dan B > 0. Maka Ap > 0 dan Bq > 0 dan dengan mengganti

α = 1
p
, 1− α = 1

q
, a = Ap, dan b = Bq dari lemma 2.7.1 diperoleh

(Ap)
1
p (Bq)

1
q ≤ 1

p
Ap + 1

q
Bq

AB≤ Ap

p
+ Bq

q

Sekarang apabila A = |xk|
(
Pn

k=1 |xk|p)
1
p

dan B = |yk|
(
Pn

k=1 |yk|p)
1
p

maka didapatkan

|xn|
(
∑n

k=1 |xk|p)
1
p

|yn|
(
∑n

k=1 |yk|q)
1
q

≤ 1

p

|xk|p∑n
k=1 |xk|p +

1

q

|yk|q∑n
k=1 |yk|q
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Dengan menjumlahkan indeks k dari 1 sampai n maka

∑n
k=1 |xnyn|

(
∑n

k=1 |xk|p)
1
p (

∑n
k=1 |yk|q)

1
q

≤ 1

p

∑n
k=1 |xk|p∑n
k=1 |xk|p +

1

q

∑n
k=1 |yk|q∑n
k=1 |yk|q

≤ 1

p
+

1

q
= 1

∑n

k=1
|xkyk| ≤

(∑n

k=1
|xk|p

) 1
p
(∑n

k=1
|yk|q

) 1
q

maka terbukti

∑
n
|xnyn| ≤

(∑
n
|xn|p

) 1
p
(∑

n
|yn|q

) 1
q

2

Ketaksamaan Minkowski.

Teorema 2.7.1.2. (Morrison, 2001: 30). Jika (xn)n, (yn)n ∈ `p dengan

p > 1, maka

(∑
n
|xn + yn|p

) 1
p ≤

(∑
n
|xn|p

) 1
p

+
(∑

n
|yn|p

) 1
p

Bukti. Misal x1, x2, ..., xn dan y1, y2, ..., yn adalah bilangan-bilangan positif

dengan p, q > 1 dan 1
p

+ 1
q

= q+p
pq

= 1 maka q+p
q

= p atau 1 + p
q

= p. Jadi

untuk k=1,2,...,n maka

(xk +yk)
p = (xk +yk)

1+ p
q = (xk +yk)(xk +yk)

p
q = xk(xk +yk)

p
q +yk(xk +yk)

p
q

Dengan menjumlahkan indeks k dari 1 sampai n maka diperoleh

∑n
k=1(xk + yk)

p =
∑n

k=1 xk(xk + yk)
p
q +

∑n
k=1 yk(xk + yk)

p
q
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menurut ketaksamaan Holder,

∑n
k=1 xk(xk + yk)

p
q ≤ (

∑n
k=1 xp

k)
1
p (

∑n
k=1((xk + yk)

p
q )q)

1
q

....................................= (
∑n

k=1 xp
k)

1
p (

∑n
k=1(xk + yk)

p)
1
q

dan

∑n
k=1 yk(xk + yk)

p
q ≤ (

∑n
k=1 yp

k)
1
p (

∑n
k=1((xk + yk)

p
q )q)

1
q

....................................= (
∑n

k=1 yp
k)

1
p (

∑n
k=1(xk + yk)

p)
1
q

sehingga

∑n
k=1(xk + yk)

p ≤ (
∑n

k=1(xk + yk)
p)

1
q ((

∑n
k=1 xp

k)
1
p + (

∑n
k=1 yp

k)
1
p )

atau ∑n
k=1 (xk + yk)

p

(
∑n

k=1 (xk + yk)p)
1
q

≤
(∑n

k=1
xp

k

) 1
p

+
(∑n

k=1
yp

k

) 1
p

(∑n

k=1
(xk + yk)

p
)1− 1

q ≤
(∑n

k=1
xp

k

) 1
p

+
(∑n

k=1
yp

k

) 1
p

karena 1− 1
q

= 1
p

maka didapatkan

(∑n

k=1
(xk + yk)

p
) 1

p ≤
(∑n

k=1
xp

k

) 1
p

+
(∑n

k=1
yp

k

) 1
p

terbukti

(∑
n
|xn + yn|p

) 1
p ≤

(∑
n
|xn|p

) 1
p

+
(∑

n
|yn|p

) 1
p

2

diperoleh ||(xn)||p = (
∑

n |xn|p)
1
p memenuhi sifat ruang norma.
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Selanjutkan akan ditunjukkan bahwa `p lengkap.

Misal (xn) adalah suatu barisan Cauchy di `p dengan

xn = (xn,1, xn,2, ...)

artinya untuk setiap ε > 0 terdapat n0 ∈ N sedemikian sehingga

‖xm − xn‖ =
∑∞

k=1 |xm,k − xn,k|p < εp, ∀m,n > n0......... ∗
akibatnya diperoleh

|xm,k − xn,k| < ε, ∀m,n > n0

ini menunjukkan bahwa untuk setiap k, barisan (x1,k, x2,k, ...)

adalah barisan Cauchy diR. KarenaR adalah lengkap, maka barisan ini

konvergen ,tulis

xk = lim
n→∞

xn,k, k = 1, 2, ...

Misalkan x = (xn) , selanjutnya akan ditunjukkan bahwa barisan (xn)

konvergen ke x.

Dari ∗ untuk m →∞ diperoleh

‖x− xn‖ =
∞∑

k=1

|xk − xn,k|p 6 εp ∀n > n0....... ∗ ∗
Perhatikan bahwa ∗ ∗ menyatakan

lim
n→∞

‖x− xn‖ = lim
n→∞

( ∞∑
k=1

(|xk − xn,k|)p

) 1
p

= 0

Dari sini diperoleh bahwa barisan (xn) konvergen

ke x di `p maka `p lengkap.

Terbukti bahwa (`p, ||.||) adalah ruang Banach. 2



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Bentuk Ketaksamaan Strictly Convex

Definisi 3.1.1. Misal E adalah suatu ruang Banach. Dikatakan bahwa E adalah

strictly convex jika x dan y tidak segaris, maka:

||x + y|| < ||x||+ ||y||

Sebagai contoh `p adalah strictly convex, sedangkan ruang c0 dan `1 adalah

tidak strictly convex.

Contoh dari `p dengan `2 = {(xn)n|xn ∈ R} , misal

x = (x1, x2, .., xn) ∈ `2 maka ||x|| = (
∑n

i=1(xi)
2)

1
2 dan

y = (y1, y2, .., yn) ∈ `2 maka ||y|| = (
∑n

i=1(yi)
2)

1
2

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) maka ||x + y|| = (
∑n

i=1(xi + yi)
2)

1
2 ,

dengan ketaksamaan Minkowski dan p=2 diperoleh

(
∑n

i=1(xi + yi)
2)

1
2 ≤ (

∑n
i=1(xi)

2)
1
2 + (

∑n
i=1(yi)

2)
1
2

karena x dan y tidak segaris maka

||x + y|| < ||x||+ ||y||, sehingga `2 strictly convex.

Ruang c0, dengan x = (x(n))n∈N = {(xn)n|xn ∈ R}, misal

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ c0 dengan ‖x‖c0
= sup

n∈N
|x(n)|

y = (y1, y2, ..., yn) ∈ c0 dengan ‖y‖c0
= sup

n∈N
|y(n)| kemudian

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) ∈ c0 dengan ‖x + y‖c0
= sup

n∈N
|x(n) + y(n)|

sehingga sup
n∈N

|x(n) + y(n)| ≤ sup
n∈N

|x(n)|+ sup
n∈N

|y(n)|

30
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diperoleh ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
tidak strictly convex menurut definisi 3.1.1

.....Ruang `1 dengan `1 = {(xn)n|xn ∈ R}, misal

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ `1 dengan ‖x‖ =
n∑

i=1

|xi| dan

y = (y1, y2, ..., yn) ∈ `1 dengan ‖y‖ =
n∑

i=1

|yi|
kemudian

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) ∈ `1 dengan ‖x + y‖ =
n∑

i=1

|xi + yi|
sehingga
n∑

i=1

|xi + yi| ≤
n∑

i=1

|xi|+
n∑

i=1

|yi|
diperoleh ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , tidak strictly convex menurut definisi 3.1.1

Proposisi 3.1.1. Ruang E adalah strictly convex jika dan hanya jika, untuk se-

mua x, y ∈ E, x 6= y, x dan y tidak segaris, dan jika ||x|| = ||y|| = 1, maka

∥∥∥∥
x + y

2

∥∥∥∥ < 1

Bukti.

Dari proposisi 3.1.1, ‖x + y‖ < ‖x‖+ ‖y‖
‖x + y‖ < ‖x‖+ ‖y‖ = 1 + 1 = 2
∣∣1
2
| ‖x + y‖ <

∣∣1
2

∣∣ 2
∥∥x+y

2

∥∥ <
∣∣2
2

∣∣
∥∥x+y

2

∥∥ < |1|
Diperoleh

∥∥x+y
2

∥∥ < 1 2

Proposisi 3.1.2. Ruang E adalah strictly convex jika dan hanya jika, untuk setiap

p, 1 < p < +∞ untuk semua x, y ∈ E, x 6= y, x dan y tidak segaris, diperoleh

∥∥∥∥
x + y

2

∥∥∥∥
p

<
1

2
(‖x‖p + ‖y‖p)
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Bukti.

Dari proposisi 3.1.1, ‖x + y‖ < ‖x‖+ ‖y‖
∣∣1
2

∣∣ ‖x + y‖ <
∣∣1
2

∣∣ (‖x‖+ ‖y‖)
∥∥x+y

2

∥∥ < (‖x‖+‖y‖)
2∥∥x+y

2

∥∥p
<

(
(‖x‖+‖y‖)

2

)p

< (‖x‖p+‖y‖p)
2

< 1 2 (‖x‖p + ‖y‖p)

Sehingga
∥∥x+y

2

∥∥p
< 1

2
(‖x‖p + ‖y‖p) 2

3.2 Ketaksamaan Segitiga di Ruang Banach

Teorema 3.2.1. Untuk semua elemen taknol x1, x2, ..., xn di ruang Banach X,

berlaku ketaksamaan

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
min

1≤j≤n
‖xj‖ ≤

n∑
j=1

‖xj‖ (3.1)

n∑
j=1

‖xj‖ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
max
1≤j≤n

‖xj‖ (3.2)

Bukti.

Akan dibuktikan ketaksamaan (3.1). Ambil x1, x2, ..., xn di Ruang Banach X

sebarang, jika ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn||, ketaksamaan pertama akan menjadi

persamaan, jika ||xi|| 6= ||xj|| dengan i,j=1,2,...,n maka untuk ketaksamaan (3.1)

misal ‖xj0‖ = min {‖xj‖ : 1 ≤ j ≤ n} dan J0 = {j : ‖xj‖ = ‖xj0‖ , 1 ≤ j ≤ n} .

Maka diperoleh

.............

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∑

j∈J0

xj

‖xj‖ +
∑

j∈Jc
0

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj0‖ −
∑
j∈Jc

0

xj

‖xj0‖ +
∑
j∈Jc

0

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥
......
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=

∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj0‖ −
∑
j∈Jc

0

(
1

‖xj0‖ −
1

‖xj‖
)

xj

∥∥∥∥∥∥
...

≥
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj0‖

∥∥∥∥∥−
∑
j∈Jc

0

(
1

‖xj0‖ −
1

‖xj‖
)
‖xj‖ (3.3)

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj0‖

∥∥∥∥∥−
n∑

j=1

(
1

‖xj0‖ −
1

‖xj‖
)
‖xj‖

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj0‖

∥∥∥∥∥−
(

n∑
j=1

‖xj‖
‖xj0‖ − n

)
.............

sehingga
n∑

j=1

‖xj‖
‖xj0‖ ≥

∥∥∥∑n
j=1 xj

∥∥∥
‖xj0‖ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)

karenanya diperoleh

n∑
j=1

‖xj‖ ≥
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj0‖ ,

atau ketaksamaan (3.1)

Selanjutnya akan dibuktikan ketaksamaan (3.2). Ambil x1, x2, ..., xn di Ruang

Banach X sebarang, jika ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn||, ketaksamaan kedua akan

menjadi persamaan, jika ||xi|| 6= ||xj|| dengan i,j=1,2,...,n maka untuk ketak-

samaan (3.2) misal ‖xj1‖ = max {‖xj‖ : 1 ≤ j ≤ n} dan

J1 = {j : ‖xj‖ = ‖xj1‖ , 1 ≤ j ≤ n} . Maka diperoleh

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J1

xj

‖xj‖ +
∑
j∈Jc

1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥
..............................................
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=

∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj1‖ −
∑
j∈Jc

1

xj

‖xj1‖ +
∑
j∈Jc

1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥
......

=

∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj1‖ +
∑
j∈Jc

1

(
1

‖xj‖ −
1

‖xj1‖
)

xj

∥∥∥∥∥∥
...

≤
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj1‖

∥∥∥∥∥ +
∑
j∈Jc

1

(
1

‖xj‖ −
1

‖xj1‖
)
‖xj‖ (3.4)

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj1‖

∥∥∥∥∥ +
n∑

j=1

(
1

‖xj‖ −
1

‖xj1‖
)
‖xj‖

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj1‖

∥∥∥∥∥ + n−
(

n∑
j=1

‖xj‖
‖xj1‖

)
.............

dan karenanya

n∑
j=1

‖xj‖ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj1‖ .

atau ketaksamaan (3.2) 2

Teorema 3.2.2. Untuk semua elemen taknol x1, x2, ..., xn di suatu ruang Banach

X dengan ||x1|| > ||x2|| > ... > ||xn||, n ≥ 2, berlaku ketaksamaan

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) ≤

n∑
j=1

‖xj‖ (3.5)

n∑
j=1

‖xj‖ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥−
n∑

k=2


k −

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


(‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)....(3.6)

dimana x0 = xn+1 = 0.



35

Bukti.

Berdasarkan teorema 3.2.1, Ketaksamaan (3.5) dan (3.6) benar untuk kasus

n = 2. Oleh karena itu misal n ≥ 3. Pertama akan dibuktikan (3.5) dengan

induksi. Asumsikan bahwa (3.5) benar untuk semua n− 1 elemen di X. Misal

x1, x2, ..., xn merupakan suatu n elemen di X dengan ||x1|| > ||x2|| > ...

> ||xn|| > 0. Misal

uj = (‖xj‖ − ‖xn‖) xj

‖xj‖ , untuk semua bilangan positif j dengan 1 ≤ j ≤ n. Maka

n∑
j=1

xj = ‖xn‖
n∑

j=1

xj

‖xj‖ +
n−1∑
j=1

uj (3.7)

dan ||u1|| > ||u2|| > ... > ||un−1|| > 0. Dengan asumsi,

∥∥∥∥∥
n−1∑
j=1

uj

∥∥∥∥∥ ≤
n−1∑
j=1

‖uj‖ −
n−1∑
j=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

uj

‖uj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖uk‖ − ‖uk+1‖) (3.8)

benar, dimana un = 0. Karena ||uk|| − ||uk+1|| = ||xk|| − ||xk+1||, dari (3.7) dan

(3.8), diperoleh ∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥‖xn‖
n∑

j=1

xj

‖xj‖ +
n−1∑
j=1

uj

∥∥∥∥∥

≤ ‖xn‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ +

∥∥∥∥∥
n−1∑
j=1

uj

∥∥∥∥∥ .............................................................................

≤ ‖xn‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ +
n−1∑
j=1

‖uj‖ −
n−1∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

uj

‖uj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖uk‖ − ‖uk+1‖) ...........

= ‖xn‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥+
n−1∑
j=1

(‖xj‖ − ‖xn‖)−
n−1∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖)

=
n∑

j=1

‖xj‖ −
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) ..........................................
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dan didapat (3.5). Maka (3.5) benar untuk semua elemen terbatas di X. Kemu-

dian akan ditunjukkan ketaksamaan (3.6). Misal

vj = (‖x1‖ − ‖xn−j+1‖) xn−j+1

‖xn−j+1‖ , 1 ≤ j ≤ n− 1.

Kemudian
n∑

j=1

xj = ‖x1‖
n∑

j=1

xj

‖xj‖ −
n−1∑
j=1

vj

dan ||v1|| > ... > ||vn−1|| > 0. Mengaplikasikan ketaksamaan (3.5) ke v1, ..., vn−1,

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ≥ ‖x1‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n−1∑
j=1

vj

∥∥∥∥∥

≥ ‖x1‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥−
n−1∑
j=1

‖vj‖+
n−1∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

vj

‖vj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖vk‖ − ‖vk+1‖)

= ‖x1‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥−
n−1∑
j=1

(‖x1‖ − ‖xn−j+1‖)............................................

+
n−1∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xn−j+1

‖xn−j+1‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xn−k‖ − ‖xn−k+1‖) ........................

=
n∑

j=1

‖xj‖+
n∑

k=2


k −

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−k‖ − ‖xn−k+1‖) , ...........

dimana vn = 0. Maka diperoleh (3.6). 2
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3.3 Persamaan di dalam Ruang Banach Strictly

Convex

Lemma 3.3.1. Misal X merupakan suatu ruang Banach strictly convex. Misal

x1, x2, ..., xn merupakan elemen taknol di X. Maka yang berikut ini adalah ekiva-

len.

(i)

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αjxj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

αj ‖xj‖ dengan suatu bilangan positif α1, α2, ..., αn.

(ii)

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αjxj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

αj ‖xj‖ dengan beberapa bilangan positif α1, α2, ..., αn.

(iii). x1

‖x1‖ = x2

‖x2‖ = ... = xn

‖xn‖ .

Bukti.

Akandibuktikan implikasi (ii) ⇒ (iii).

Asumsikan bahwa

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αjxj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

αj ‖xj‖ dengan beberapa bilangan

positif α1, α2, ..., αn.

Maka untuk suatu 1 < k ≤ n

‖α1x1 + αkxk‖ ≥
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

αjxj

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

∑

j 6=1,k

αjxj

∥∥∥∥∥ .......................

≥
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

αjxj

∥∥∥∥∥−
∑

j 6=1,k

αj ‖xj‖

=
n∑

j=1

αj ‖xj‖ −
∑

j 6=1,k

αj ‖xj‖

= α1 ‖x1‖+ αk ‖xk‖ , ...........

dimana ‖α1x1 + αkxk‖ = α1 ‖x1‖+ αk ‖xk‖ . KarenaX sebagai strictly convex,
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diperoleh x1

‖x1‖ = x2

‖x2‖ = ... = xn

‖xn‖ . Kemudian asumsikan (iii) ⇒ (i) dan misal

x1

‖x1‖ =
x2

‖x2‖ = ... =
xn

‖xn‖ = y.

Maka untuk suatu bilangan positif α1, α2, ..., αn diperoleh

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αjxj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αj ‖xj‖y
∥∥∥∥∥ =

(
n∑

j=1

αj ‖xj‖
)
‖y‖ =

n∑
j=1

αj ‖xj‖,

atau (i). Maka implikasi (i) ⇒ (ii). 2

Catatan 3.3.1. Misal x1, x2, .., xn merupakan elemen tak kosong di ruang Banach X.

Jika x1

‖x1‖ = x2

‖x2‖ = ... = xn

‖xn‖ , maka diperoleh

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥

=
x1

‖x1‖ . (3.9)

Tentu saja, karena
n∑

j=1

xj =
n∑

j=1

‖xj‖ xj

‖xj‖ , diperoleh

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

‖xj‖

dan karenanya (3.10). Oleh karena itu, jikaX adalah strictly convex dan jika

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αjxj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

αj ‖xj‖ dengan beberapa bilangan positif α1, α2, ..., αn,

diperoleh
n∑

j=1

αjxj

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

αjxj

∥∥∥∥∥

=
x1

‖x1‖ . (3.10)
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Teorema 3.3.1. Misal X merupakan ruang Banach strictly convex dan x1, x2, ...,

xn elemen taknol di X. ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| atau x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn||

jika dan hanya jika

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
min

1≤j≤n
‖xj‖ =

n∑
j=1

‖xj‖ (3.11)

Bukti.

(i) ⇒

Pertama diketahui bahwa ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| = ||xj0||

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J0

xj

‖xj‖ +
∑
j∈Jc

0

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥
...................................................................

=

∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj0‖ −
∑
j∈Jc

0

xj

‖xj0‖ +
∑
j∈Jc

0

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥
............................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj0‖

∥∥∥∥∥ =
1

‖xj0‖

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ .......................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj0‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ....................................................................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj0‖ = 0....................................................................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj0‖+n ‖xj0‖ = n ‖xj0‖ ........................................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+n ‖xj0‖−
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj0‖ = ‖xj0‖+‖xj0‖+...+‖xj0‖ ............................

karena ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| = ||xj0||
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∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj0‖ = ‖x1‖+ ‖x2‖+ ... + ‖xn‖ ............................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj0‖ =

n∑
j=1

‖xj‖....................................................

diperoleh persamaan (3.11) dengan ‖xj0‖ = min
16j6n

‖xj‖ ........................................

Kedua diketahui bahwa x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| =
xj0

||xj0|| = y sehingga

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
x1

‖x1‖ +
x2

‖x2‖ + ... +
xn

‖xn‖

∥∥∥∥ ...................................................................

=

∥∥∥∥
xj0

‖xj0‖ +
xj0

‖xj0‖ + ... +
xj0

‖xj0‖

∥∥∥∥ .....................................

=

∥∥∥∥
xj0 + xj0 + ... + xj0

‖xj0‖

∥∥∥∥ .................................................

=

∥∥∥∥
nxj0

‖xj0‖

∥∥∥∥ = n

∥∥∥∥
xj0

‖xj0‖

∥∥∥∥ = n.............................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
min

16j6n
‖xj‖ =

n∑
j=1

‖xj‖............................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ + (n− n) min
16j6n

‖xj‖ =
n∑

j=1

‖xj‖...............................................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

‖xj‖....................................................................................................

Perhatikan dari Lemma 3.3.1.............................................................................................
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ y

∥∥∥∥∥ =

(
n∑

j=1

‖xj‖
)
‖y‖ =

n∑
j=1

‖xj‖........................

2

(ii) ⇐
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Dengan kontraposisi

Jika ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| dan x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| tidak terpenuhi,

maka seperti yang sudah dibuktikan di teorema 3.2.1 pada ketaksamaan (3.1)

yaitu

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
min

1≤j≤n
‖xj‖ <

n∑
j=1

‖xj‖

Sehingga persamaan (3.11) tidak terpenuhi. 2

Teorema 3.3.2. Misal X merupakan ruang Banach strictly convex dan x1, x2, ...,

xn elemen taknol di X. ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| atau x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn||

jika dan hanya jika

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
max
1≤j≤n

‖xj‖ (3.12)

Bukti.

(i) ⇒
Pertama diketahui bahwa ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| = ||xj1||

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J1

xj

‖xj‖ +
∑
j∈Jc

1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥
....................................................................

=

∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj1‖ −
∑
j∈Jc

1

xj

‖xj1‖ +
∑
j∈Jc

1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥
...........................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj1‖

∥∥∥∥∥ =
1

‖xj1‖

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ......................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj1‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ .............................................................................................
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0 =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj1‖ .............................................................................................

n ‖xj1‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj1‖+n ‖xj1‖ .............................................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ + n ‖xj1‖ −
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ ‖xj1‖ ......................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj1‖ .........................................

‖xj1‖+‖xj1‖+...+‖xj1‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj1‖ ......................................

karena ‖x1‖ = ‖x2‖ = ... = ‖xn‖ = ‖xj1‖ diperoleh..........................................................

‖x1‖+‖x2‖+...+‖xn‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj1‖ ......................................

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xj1‖ ..........................................................

diperoleh persamaan (3.12) dengan ‖xj1‖ = max
16j6n

‖xj‖ ......................................

Kedua diketahui bahwa x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| =
xj1

||xj1|| = y sehingga

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
x1

‖x1‖ +
x2

‖x2‖ + ... +
xn

‖xn‖

∥∥∥∥ .............................................................

=

∥∥∥∥
xj1

‖xj1‖ +
xj1

‖xj1‖ + ... +
xj1

‖xj1‖

∥∥∥∥ ......................................

=

∥∥∥∥
xj1 + xj1 + ... + xj1

‖xj1‖

∥∥∥∥ ...................................................

=

∥∥∥∥
nxj1

‖xj1‖

∥∥∥∥ = n

∥∥∥∥
xj1

‖xj1‖

∥∥∥∥ = n..............................................
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n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
max
16j6n

‖xj‖ ............................................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ + (n− n) max
16j6n

‖xj‖ ..................................................

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ............................................................................................

Perhatikan dari Lemma 3.3.1........................................................................................

n∑
j=1

‖xj‖ =

(
n∑

j=1

‖xj‖
)
‖y‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ y

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ....................

2

(ii) ⇐
Dengan kontraposisi

Jika ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| dan x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| tidak terpenuhi,

maka seperti yang sudah dibuktikan di teorema 3.2.1 pada ketaksamaan (3.2)

yaitu

n∑
j=1

‖xj‖ <

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
max
1≤j≤n

‖xj‖

Sehingga persamaan (3.12) tidak terpenuhi. 2

Teorema 3.3.3. Untuk semua elemen taknol x1, x2, ..., xn di suatu ruang Banach

X dengan n≥ 2, ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| atau x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| jika dan

hanya jika

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) =

n∑
j=1

‖xj‖ (3.13)

Bukti.
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(i) ⇒
Pertama diketahui bahwa ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| = x berlaku

n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) =

(
2−

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖x2‖ − ‖x3‖) + ...

......................................................... +

(
(n− 1)−

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xn−1‖ − ‖xn‖)

............................................... +

(
n−

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xn‖ − ‖xn+1‖)

............................ =

(
n−

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖xn‖

sehingga

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+n ‖xn‖−‖xn‖
∥∥∥∥∥

k∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

‖xj‖.........................................................

karena ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| = x maka

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥x1

x
+

x2

x
+ ... +

xn

x

∥∥∥ =

∥∥∥∥
(x1 + x2 + ... + xn)

x

∥∥∥∥ ..............................................

=
1

x
‖x1 + x2 + ... + xn‖ =

1

x

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ..............................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ + n ‖xn‖ − x
1

x

n∑
j=1

‖xj‖ = n ‖xn‖ .........................................................

...................... = ‖xn‖+ ‖xn‖+ ... + ‖xn‖

.................... = ‖x1‖+ ‖x2‖+ ... + ‖xn‖
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=
n∑

j=1

‖xj‖....

Kedua diketahui bahwa x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn||

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) =

n∑
j=1

‖xj‖...........................

n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) = 0 ⇔ ..................................................

x1

‖x1‖ = x2

‖x2‖ = ... = xn

‖xn‖ = y

diperoleh

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+0 =
n∑

j=1

‖xj‖....................................................................................................

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

‖xj‖...................................................................................................

Perhatikan dari Lemma 3.3.1
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ y

∥∥∥∥∥ =

(
n∑

j=1

‖xj‖
)
‖y‖ =

n∑
j=1

‖xj‖
.......

2

(ii) ⇐
Dengan kontraposisi

Jika ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| dan x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| tidak terpenuhi,

maka seperti yang sudah dibuktikan di teorema 3.2.2 pada ketaksamaan (3.5)

yaitu
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ +
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) <

n∑
j=1

‖xj‖
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Sehingga persamaan (3.13) tidak terpenuhi. 2

Teorema 3.3.4. Untuk semua elemen taknol x1, x2, ..., xn di suatu ruang Banach

X dengan n≥ 2, ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| atau x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| jika dan

hanya jika

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
n∑

k=2


k −

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)

(3.14)

Bukti.

(i) ⇒
Pertama diketahui bahwa ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| = x berlaku

n∑

k=2


k −

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)
= .....................................................


2−

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(2−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−2‖ − ‖xn−1‖) + ......................................................

+


(n− 1)−

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−((n−1)−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (∥∥xn−(n−1)

∥∥−
∥∥xn−(n−1)+1

∥∥)
......................................

+


n−

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(n−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−n‖ − ‖xn−n+1‖) ....................................................

=

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(−‖x1‖) ...............................................................................

diperoleh
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∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
n∑

k=2


k −

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)
...............................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
‖x1‖ .......................................................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+n ‖x1‖−‖x1‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ .........................................................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+n ‖x1‖−y

∥∥∥∥
x1

y
+

x2

y
+ ... +

xn

y

∥∥∥∥ ........................................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+n ‖x1‖−y

∥∥∥∥
(x1 + x2 + ... + xn)

y

∥∥∥∥ ..................................................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+n ‖x1‖−y
1

y
‖x1 + x2 + ... + xn‖ ............................................................

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥+n ‖x1‖−y
1

y

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ................................................................................

= n ‖x1‖ = ‖x1‖+‖x1‖+... ‖x1‖ .................................................................................

= ‖x1‖+‖x2‖+... ‖xn‖ ............................................................................................

=
n∑

j=1

‖xj‖....................................................................................................................

Kedua diketahui bahwa x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn||

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
n∑

k=2


k −

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)

n∑

k=2


k −

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥∥


 (‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)
= 0 ⇔
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x1

‖x1‖ =
x2

‖x2‖ = ... =
xn

‖xn‖ = y

Jadi

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ....................................................................................................

Perhatikan dari Lemma 3.3.1

n∑
j=1

‖xj‖ =

(
n∑

j=1

‖xj‖
)
‖y‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ y

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

‖xj‖ xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥
..............

2

(ii) ⇐
Dengan kontraposisi

Jika ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| dan x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| tidak terpenuhi,

maka seperti yang sudah dibuktikan di teorema 3.2.2 pada ketaksamaan (3.6)

yaitu

n∑
j=1

‖xj‖ <

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)

Sehingga persamaan (3.14) tidak terpenuhi. 2



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Beberapa kesimpulan yang dapat diambil dalam skripsi ini adalah sebagai

berikut:

1. Ruang Banach adalah ruang norma yang lengkap, artinya setiap barisan

Cauchy di suatu ruang Banach konvergen ke suatu titik di ruang Banach

tersebut.

2. Di dalam ruang Banach juga terdapat ketaksamaan segitiga, dengan syarat-

syarat tertentu diperoleh persamaan dari ketaksamaan segitiga tersebut di

ruang Banach strictly convex. Ada dua ketaksamaan segitiga yang dibahas

di ruang Banach. Dua ketaksamaan segitiga tersebut:

Ketaksamaan segitiga yang pertama yaitu: untuk semua elemen taknol

x1, x2, ..., xn di ruang Banach X, berlaku ketaksamaan∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
min

1≤j≤n
‖xj‖ ≤

n∑
j=1

‖xj‖

n∑
j=1

‖xj‖ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
max
1≤j≤n

‖xj‖

dan

ketaksamaan segitiga yang kedua yaitu: untuk semua elemen taknol x1, x2, ...,

xn di suatu ruang Banach X dengan ||x1|| > ||x2|| > ... > ||xn||, n ≥ 2,

berlaku ketaksamaan

49
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∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) ≤

n∑
j=1

‖xj‖

n∑
j=1

‖xj‖ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥−
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)

Kemudian diperoleh persamaan dari ketaksamaan segitiga di ruang Banach

strictly convex :

Persamaan yang diperoleh dari ketaksamaan segitiga yang pertama, yaitu:

misal X merupakan ruang Banach strictly convex dan x1, x2, ..., xn

elemen taknol di X. ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| atau x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn||

jika dan hanya jika∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
min

1≤j≤n
‖xj‖ =

n∑
j=1

‖xj‖

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +

(
n−

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
max
1≤j≤n

‖xj‖

dan

persamaan yang diperoleh dari ketaksamaan segitiga yang kedua, yaitu:

untuk semua elemen taknol x1, x2, ..., xn di suatu ruang Banach X dengan

n≥ 2, ||x1|| = ||x2|| = ... = ||xn|| atau x1

||x1|| = x2

||x2|| = ... = xn

||xn|| jika dan

hanya jika∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ +
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
k∑

j=1

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xk‖ − ‖xk+1‖) =

n∑
j=1

‖xj‖

n∑
j=1

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥−
n∑

k=2

(
k −

∥∥∥∥∥
n∑

j=n−(k−1)

xj

‖xj‖

∥∥∥∥∥

)
(‖xn−k‖ −

∥∥xn−(k−1)

∥∥)
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4.2 Saran

Penulis menyarankan kepada pembaca yang tertarik untuk:

1. Membahas ruang Banach dengan skalar bilangan kompleks (C).

2. Membahas hal-hal yang berkaitan dengan ruang Banach, misalnya operator

di ruang Banach, Teorema Hahn-Banach, Teorema Banach-Steinhaus, Teore-

ma Krein-Milman, Ruang Hilbert, Ruang Banach Revlexive, Ruang Banach

Separable, Ruang Banach `p dan c0, Ruang Banach Lp, dan geometri di

ruang Banach.
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