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ABSTRACT

RIDHA HASTI PUTRI, 3125153116. Optimum Portfolio Ana-
lysis of Qudratic Programming with Wolfe Method . Thesis. Faculty
of Mathematics and Natural Science Jakarta State University. 2021.

Stocks are one of investment that have great demand. The formation of a
stock portfolio is something that should be done to increase the return value
and minimize the risk. The formation of a stock portfolio requires the Mar-
kowitz’s theory. The Markowitz theory deals with the return, expected return
and variances that prossessed from weekly stock closing price data. In this ca-
se, the data taken are two samples of stocks that have the best expected return
value which included in the INFOBANK15 index, namely Bank Pan Indonesia
(PNBN) and Bank Central Asia Tbk (BBCA) for the period January 1, 2019 to
December 31, 2019. Furthermore, the value of return, expected return and the
variance obtained will be formed into a quadratic programming problem using
optimum portfolio theory. Quadratic programmaing in the form of an objective
function and a constraint function is then adjusted to the Karush Kuhn Tuc-
ker’s condition. So, new conditions can be formed by adding artificial variable
and then resolved using the Wolfe’s method. The final result obtained is in the
form of a decimal which is a percentage share of the invested, i.e. 23,57% for
Bank Pan Indonesia (PNBN) and 76,4% for Bank Central Asia Tbk (BBCA)
with an expected value of return on investment for one year is 52%.

Keywords : Markowitz’s theory, Stock portfolio, Optimum portfolio, Quad-
ratic Programming, Karush Kuhn Tucker’s condition, Wolfe’s method.



ABSTRAK

RIDHA HASTI PUTRI, 3125153116. Analisis Penentuan Porto-
folio Optimal pada Quadratic Programming dengan Menggunakan
Metode Wolfe. Skripsi. Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan
Alam, Universitas Negeri Jakarta. 2021.

Saham merupakan salah satu investasi yang banyak diminati. Pembentuk-
an portofolio saham merupakan sesuatu yang dilakukan untuk meningkatk-
an nilai return serta meminimumkan risiko. Pembentukan portofolio saham
membutuhkan teori Markowitz. Teori Markowitz berkaitan dengan nilai re-
turn, expected return dan varians yang diproses dari dari data harga penutup-
an saham mingguan. Dalam penelitian ini, data yang diambil merupakan
dua sampel saham yang memiliki nilai expected return terbaik yang tergabung
dalam indeks INFOBANK15, yakni saham Bank Pan Indonesia (PNBN) dan
Bank Central Asia Thk (BBCA) untuk periode 1 Januari 2019 sampai dengan
31 Desember 2019. Selanjutnya, nilai return, expected return dan varians yang
diperoleh dibentuk menjadi permasalahan pemrograman kuadratik menggu-
nakan teori portofolio optimum. Pemrograman kuadratik yang berbentuk
fungsi tujuan dan fungsi kendala selanjutnya disesuaikan dengan kondisi Ka-
rush Kuhn Tucker. Sehingga, dapat dibentuk kondisi baru dengan menam-
bahkan artificial variable kemudian diselesaikan dengan menggunakan metode
Wolfe. Hasil akhir yang didapat berbentuk desimal yang merupakan presenta-
se bagian saham yang diinvestasikan, yakni sebesar 23,57% untuk saham Bank
Pan Indonesia (PNBN) dan 76,4% untuk saham bank Bank Central Asia Thk
(BBCA) dengan ekspektasi nilai pengembalian dana investasi selama satu ta-
hun sebesar 52%.

Kata kunci : teori Markowitz, portofolio saham, portofolio optimum, pro-
gram kuadratik, kondisi Karush Kuhn Tucker, metode Wolfe.

i



KATA PENGANTAR

Puji syukur kepada Allah SWT atas pengetahuan dan kesabaran sehingga
penulis dapat menyelesaikan skripsi yang berjudul ” Analisis Penentuan Porto-
folio Optimal pada Quadratic Programming dengan Menggunakan Metode
Wolfe” yang merupakan salah satu syarat dalam memperoleh gelar Sarjana
Program Studi Matematika Universitas Negeri Jakarta.

Skripsi ini berhasil diselesaikan tidak terlepas dari adanya bantuan dari
berbagai pihak. Oleh karena itu, dalam kesempatan ini penulis ingin menyam-

paikan terima kasih terutama kepada:
1. Allah SWT dan Rasulullah SAW atas berkah dan petunjuk dalam hidup
ini

2. Bapak Drs. Sudarwanto, M.Si, DEA. selaku Dosen Pembimbing 1 yang

telah membimbing serta mengarahkan untuk menyelesaikan skripsi ini.

3. Dr. Eti Dwi Wiraningsih, S.Pd, M.Si. selaku Dosen Pembimbing 2 yang

telah membimbing serta mengarahkan untuk menyelesaikan skripsi ini.

4. Ibu Dr. Lukita Ambarwati, S.Pd, M. Si. selaku Koordinator Program
Studi Matematika yang telah memberikan segala bantuan untuk menye-

lesaikan skripsi ini.
5. Keluarga penulis, terkhusus kedua orang tua dan adik.

6. Sahabat-sahabat seperjuangan yakni Dewi Tarida Elfryana, Hasna Sa-
miya Rochani, Destriani Natalia Sianipar, Alfredo Cardo dan yang telah

berjuang bersama dari awal kuliah sampai saat ini.

7. Seluruh teman-teman di Program Studi Matematika 2015.

1l



8. Tenggleng sebagai pelipur lara dikala mengerjakan skripsi.

Penulis menyadari sepenuhnya bahwa makalah ini masih belum sempurna.
Oleh karena itu, kritik dan saran yang membangun akan sangat berarti. Semo-
ga makalah ini dapat berguna dan memberikan sumbangan yang bermanfaat

bagi pembaca sekalian.

Bekasi, 17 Desember 2021

Ridha Hasti Putri

v



DAFTAR ISI

ABSTRACT
ABSTRAK

KATA PENGANTAR
DAFTAR ISI
DAFTAR TABEL
DAFTAR GAMBAR

I PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang . . . . .
1.2 Rumusan Masalah . . .
1.3 Batasan Masalah . . . .
1.4 Tujuan Penelitian . . . .
1.5 Manfaat Penelitian . . .

1.6 Metode Penelitian . . . .

IT LANDASAN TEORI
2.1 Portofolio . . ... ...
2.1.1 Return Portofolio

2.1.2 Risiko Portofolio

ii

iii

vil

ix



2.1.3 Portofolio Optimal . . . . . ... ... ... .. ... .. 12

2.2 Optimasi. . . . .. ... 14
2.2.1 Fungsi Konveks dan Konkaf . . . . .. ... ... .. .. 14
2.2.2  Sifat Definit Matriks . . . . .. .. ..o 15
2.3 Program Linear . . . . . . . ... .. oo 20
2.3.1 Metode Simpleks . . . . .. ..o 22
2.3.2 Metode Simpleks Dua Fase . . . . ... ... .. ... .. 26
2.4 Program Nonlinear . . . . . .. .. .. ... ... ... ..... 29
2.4.1 Kondisi Karush Kuhn Tucker . . . . . . ... ... ... 33
2.5 Pemrograman Kuadratik . . . . .. ... ... ... 36
2.5.1 Metode Wolfe . . . . . . . .. .. ... ... ... 39
IITDESAIN MODEL 45
3.1 Diagram Alir Penelitian . . . . . ... .. ... ... .. .... 46
IVPEMBAHASAN 47
4.1 Aplikasi Metode Wolfe pada Pemrograman Kuadratik . . . . . . 47
4.2  Pembentukan Model Portofolio Optimal . . . . . ... ... .. 49
4.2.1 Deskripsi Data . . . . ... ... 0L 49
4.2.2  Return, Ezpected Return dan Risiko . . . . . . . . . . .. 50
4.2.3 Pembentukan Model Khusus pada Contoh Kasus . . . . 52

4.3 Penyelesaiaan Model dengan Quadratic Programming Metode
Wolfe . . . . . . . 57

4.3.1 Penyelesian Model dengan Menggunakan Quadratic Pro-
Grammang . . . . . . . e e e e e a7
4.3.2 Proses Iterasi Simpleks Metode Wolfe . . . . . . . .. .. 60
V PENUTUP 65

vi



5.1 Kesimpulan . . . . .. ..o

B2 Saran . . . ...,

DAFTAR PUSTAKA

LAMPIRAN-LAMPIRAN

vil



DAFTAR TABEL

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Tabel saham perusahaan A, Bdan C . . . . . ... ... ..., 8
Tabel probabilitas sasham X danY . .. ... ... ... ... .. 11
Uji konveksitas untuk fungsi dua variabel . . . . . . . . . .. .. 15
Tabel simpleks . . . . . . . ... 23
Tabel simpleks awal . . . . . . . . ... ... ... ... ... . 25
Tabel simpleks hasil iterasi pertama . . . . . . . . . ... .. .. 26
Tabel simpleks dua fase awal . . . . . . . ... ... ... .... 28
Tabel fase pertama iterasi pertama simpleks dua fase . . . . . . 28
Tabel fase pertama iterasi kedua simpleks dua fase . . . .. .. 29
Tabel fase kedua simpleks dua fase . . . . ... ... ... ... 29
Tabel metode Wolfe . . . . . . . . .. ... ... ... ..... 39
Tabel Wolfe awal . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 42
Tabel Wolfe awal dengan variabel basis . . . . . . . ... .. .. 43
Tabel Wolfe hasil iterasi pertama . . . . . . ... ... ..... 43
Tabel Wolfe hasil iterasi pertama dengan variabel basis . . . . . 44
Tabel Wolfe hasil iterasi kedua . . . . ... ... ... ..... 44
Tabel Wolfe awal . . . . . . .. ... ... ... .. ... .. .. 60
Tabel Wolfe awal dengan variabel basis . . . . . . ... ... .. 61
Tabel Wolfe hasil iterasi pertama . . . . . . ... ... .. ... 61
Tabel Wolfe hasil iterasi pertama dengan variabel basis . . . . . 62
Tabel Wolfe hasil iterasi kedua . . . . . . ... ... ... .... 62

viil



4.6
4.7

5.1

0.2

Tabel Wolfe hasil iterasi kedua dengan variabel basis . . . . . . 63
Tabel Wolfe hasil iterasi ketiga. . . . . . .. .. ... ... ... 63

Tabel data harga penutupan saham-saham yang tergabung dalam
indeks INFOBANK15 periode 1 Januari 2019 sampai 31 Desem-

ber 2019 . . . . .. 71
Tabel return dan expected return saham-saham yang tergabung
dalam indeks INFOBANK15 periode 1 Januari 2019 sampai 31
Desember 2019 . . . . . . .. .o 72

1X



DAFTAR GAMBAR

3.1 Diagram Alir Penelitian . . . . . . ... ... ... ... ....



BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sifat tidak pernah puas pada manusia memberikan dorongan agar selalu
ingin memiliki lebih terhadap hal-hal yang telah ia miliki. Tak terkecuali dalam
bidang ekonomi maupun harta (aset). Dalam hal ini, manusia akan terus me-
lalukan aktivitas ekonomi agar dapat memperbanyak jumlah aset mereka. Ter-
dapat berbagai macam cara untuk memperbanyak harta yang telah dimiliki
oleh seseorang. Salah satu caranya ialah dengan melakukan investasi. Menurut
Sunariyah (2004) dalam buku Pengantar Pengetahuan Pasar Modal, kegiatan
penanaman modal dalam jangka waktu tertentu pada suatu aset dengan harap-
an mendapat keuntungan disebut sebagai investasi. Sehingga, dapat dikatakan
bahwa investasi merupakan salah satu cara seseorang untuk menyalurkan aset-
nya dengan mempertimbangkan risiko tertentu agar mendapatkan keuntungan.

Investasi dapat dilakukan pada dua bentuk aset, yakni aset riil dan aset
finansial. Investasi pada aset riil merupakan investasi pada aset berwujud
yang dapat dilihat dan dirasakan secara langsung, sebagai contoh ialah dengan
membuka lahan pertambangan, mendirikan pabrik, membuat perkebunan dan
ladang serta pembelian aset produktif dan sebagainya. Aset produktif yang
dimaksud merupakan aset-aset yang dapat memberikan keuntungan, seper-
ti property, emas, mesin pabrik, dan sebagainya. Sedangkan jenis investasi
finansial merupakan investasi yang berkenaan dengan perdagangan di pasar

uang maupun pasar modal.



Pasar Uang sendiri sering menjadi tempat bertemunya investor dengan
consumer yang dapat dilakukan secara langsung, tanpa melalui perantara
(broker) secara individu maupun koorporasi. Pasar uang kerap kali dika-
takan sebagai pasar abstrak karena mengadakan transaksi terhadap sesuatu
yvang tidak berwujud. Beberapa produk yang biasa diperjual-belikan adalah
commercial paper, surat-surat berharga, sertifikat deposito dan sebagainya.
Sedangkan pasar modal merupakan tempat yang menghubungkan investor
dengan suatu institusi atau perusahaan yang membutuhkan dana melalui per-
dagangan instrumen jangka panjang. Beberapa bentuk produk yang diperjual-
belikan di pasar modal ialah berupa saham, obligasi, right issue dan sebagai-
nya, dimana instrumen saham merupakan salah satu yang memiliki tingkat
pengembalian cukup tinggi.

Investasi saham adalah investasi pasar modal yang cukup berisiko tetapi
dapat memberikan keuntungan cukup tinggi. Investasi ini bersifat dinamis
atau tidak stabil dan sangat dipengaruhi oleh gejolak ekonomi yang sedang
terjadi. Beberapa faktor yang dapat mempengaruhi investasi saham ialah
keadaan ekonomi suatu negara, fluktuasi kurs, kondisi perusahaan (yang sa-
hamnya diperjualbelikan), serta penawaran dan permintaan harga saham di
pasar modal. Namun, walaupun memiliki tingkat risiko yang cukup besar,
investasi saham tetap menarik minat dan menjadi pilihan para investor.

Investasi saham memiliki banyak risiko dan pengaruh eksternal, sehingga
membutuhkan pengetahuan serta kemampuan yang cukup memadai agar bisa
bertahan dan memperoleh keuntungan. Sebagian besar investor yang melaku-
kan investasi saham, biasanya tidak akan menginvestasikan modal pada satu
jenis saham saja, melainkan pada berbagai macam jenis saham berbeda yang
memiliki kriteria tertentu dan diprediksi dapat memberikan keuntungan cukup

besar. Gabungan atau kombinasi dari beberapa jenis saham tersebut nantinya



akan disebut sebagai portofolio saham. Melakukan pembentukan portofolio
saham bertujuan untuk meminimalkan risiko kerugian akibat kemungkinan
adanya penurunan harga pada beberapa saham.

Pemilihan portofolio saham harus dilakukan secara optimal agar mem-
peroleh return ekspektasi (ezpected return) yang maksimum dengan tingkat
risiko minimum. Salah satu bidang matematika yang dapat memberikan so-
lusi untuk melakukan pemilihan portofolio yang optimal, ialah metode pem-
rograman kuadratik. Penelitian sebelumnya yang telah membahas menge-
nai pemilihan portofolio saham dengan menggunakan metode pemrograman
kuadratik ialah Nia Christie N. (2014) yang membahas mengenai ” Aplikasi
Metode Kuhn-Tucker untuk Menentukan Portofolio Optimal dan Fablo Silva
Dias yang membahas mengenai ” Quadratic Programming Applied to Modern
Portofolio Selection”. Berangkat dari hal tersebut, maka penulis ingin untuk
membahas lebih detail dengan memberikan contoh serta studi kasus mengenai
aplikasi metode Wolfe yang merupakan salah satu metode optimasi nonlinear
pada model permasalahan pemrograman kuadratik untuk diterapkan sebagai

model pemilihan portofolio optimal.

1.2 Rumusan Masalah

Masalah-masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini, ialah:
1. Bagaimana bentuk penyelesaian pemrograman kuadratik metode Wolfe?
2. Bagaimana model matematika portofolio saham optimal?

3. Bagaimana cara memilih portofolio optimal dengan menggunakan metode

Wolfe?



1.3 Batasan Masalah

Penelitian ini akan berfokus pada masalah bentuk model portofolio saham
akan terbatas pada model portofolio saham sederhana yang menggunakan his-

torical prices.

1.4 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk:

1. Mengetahui model penyelesaian pemrograman kuadratik dengan metode

Wolfe.

2. Mendapatkan bentuk model matematika dari suatu portofolio saham

agar mendapatkan nilai yang optimal.

3. Memperoleh pilihan portofolio saham yang optimal dengan mengaplikasi-

kan metode Wolfe.

1.5 Manfaat Penelitian

Penelitian ini memiliki manfaat bagi:

1. Peneliti lain:
sebagai tambahan wawasan mengenai pasar modal, khususnya investasi
saham terutama pada pengoptimasian portofolio saham dengan meng-

gunakan metode Wolfe.

2. Investor pemula:
sebagai tambahan wawasan sekaligus bahan pertimbangan sebelum mem-

bentuk portofolio saham optimal.



3. Pihak lain:
sebagai tambahan wawasan dalam bidang matematika ekonomi, khusus-

nya pembentukan portofolio saham.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini memakai metode kajian teori dalam bidang pemrograman
(nonlinear) kuadratik dengan menggunakan metode Wolfe serta analisis teori
portofolio, khususnya portofolio optimal yang bersumber pada jurnal dan buku

di bidang matematika ekonomi.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas mengenai teori portofolio pada investasi saham
serta proses optimasi yang meliputi pemrograman linear maupun nonlinear.
Sehingga, lebih lanjut akan dijelaskan mengenai portofolio optimal, pemro-

graman kuadratik dan metode Wolfe.

2.1 Portofolio

Menurut Husnan (2003), portofolio dapat diartikan sebagai sekumpulan in-
vestasi. Sehingga secara umum, portofolio merupakan kumpulan aset investasi
yang dimiliki perseorangan atau perusahaan. Pembentukan portofolio bertu-
juan untuk mengoptimalkan keuntungan serta mengurangi risiko kerugian aki-
bat adanya penurunan harga aset dengan cara melakukan diversifikasi atau
pengalokasian dana investasi pada beberapa instrumen. Pada kasus investasi
saham, melakukan pembentukan portofolio dengan cara diversifikasi merupa-
kan hal yang umum. Sebab ketika terjadi penurunan harga pada salah satu
aset saham yang dimiliki maka kerugiannya dapat diminimalisir oleh aset-aset
saham lain yang mengalami kenaikan harga.

Teori portofolio Markowitz merupakan teori portofolio yang banyak digu-
nakan. Teori ini berfokus untuk meminimumkan nilai risiko melalui diversifika-
si menggunakan pendekatan rata-rata (mean) dan varian (variance), dimana
mean akan menunjukkan pengukuran tingkat pengembalian (return) dan va-

rian akan menunjukkan pengukuran tingkat risiko.



2.1.1 Return Portofolio

Pendapatan keuntungan atau return maksimum dari sebuah investasi me-
rupakan tujuan setiap investor. Menurut Mamduh M. Hanafi dan Abdul Ha-
lim, return atau pendapatan saham merupakan perubahan nilai harga saham
periode sekarang (t) dengan periode sebelumnya (¢ — 1), dimana perubahan
harga saham berbanding lurus dengan return saham yang dihasilkan.

Return terbagi menjadi dua jenis yaitu realisasi pengembalian (realized
return) dan ekspektasi pengembalian (ezpected return). Realized return sendiri
adalah return yang telah terjadi dan dihitung berdasarkan data historis. Nilai
Realized return biasa dipakai sebagai dasar pengukuran kinerja perusahaan,
serta sebagai dasar penentuan expected return dan risiko di masa mendatang.
Sedangkan expected return merupakan nilai return yang diharapkan terjadi di
masa mendatang dan bersifat tidak pasti (belum terjadi).

Return dan expected return saham biasa dihitung berdasarkan data historis

harga penutupannya dengan bentuk sebagai berikut:

P11y — Py

R, = 2.1
P (2.1)
dan
E(R;) = 21 fliy (2.2)
n
dimana:
R; : Return saham i
P :  Harga penutupan saham i pada periode t (sebelumnya)

P,4+1y : Harga penutupan saham i pada periode t+1 (sekarang)
E(R;) : Expected return saham i

Riw . Return saham i pada periode t



n : Banyaknya periode return
7 : Index saham
t : Periode saham

Maka, return dan expected return portofolio biasa dihitung berdasarkan

data historis harga penutupannya dengan bentuk sebagai berikut:

i=1
dan
E(R,) =) Elz:i.Ri] = 2;.E(R;) (2.4)
=1
dimana:
R, : Realized return portofolio

E(R,) : Ezpected return portofolio

X . Nilai proporsi dari aset/saham i
m . Banyak saham
i : Index saham, i € N (i=1,2,...,n)

Contoh 2.1.1. Data dari sebuah portofolio saham ditunjukkan pada tabel di

bawah ini:

Tabel 2.1: Tabel saham perusahaan A, B dan C

Saham Perusahaan | Fxpected return | Nilai Investasi
A 20% 150.000
B 25% 100.000
C 40% 250.000

Maka expected return dari portofolio tersebut:
E(Ry) = Y (ziE(Ry))
— (24-E(Ra))(z5.E(Rp)) + (vc-B(Rc))
—  150.000 9 | 100.000 ) 95 | 250.000 () 4

500.000 500.000 500.000

= 0,31




2.1.2 Risiko Portofolio

Risiko adalah akibat atau konsekuensi yang mungkin terjadi akibat sebuah
proses yang sedang berlangsung maupun kejadian yang akan datang. Risiko
cukup erat kaitannya dengan ketidakpastian. Ketidakpastian yang mengarah
pada keuntungan biasa disebut dengan peluang (opportunity), sedangkan yang
sifatnya dapat menimbulkan kerugian dikenal dengan risiko (risk).

Pada tahun 2007, Jones menyatakan bahwa risiko merupakan selisih atau
penyimpangan antara tingkat pengembalian (actual return) (R,) dengan eks-
pektasi pengembalian (expected return) (E(R,)). Hal tersebut sesuai dengan
isi dari Journal of Finance volume 46 yang ditulis oleh Harry M. Markowitz
(1991) dengan judul ” Foundations of Portfolio Theory”, dimana risiko dapat

dituliskan menjadi:
Risiko = E(Min{0, (Rp — E(R,))*}) (2.5)

Menurut Husnan (2003) ukuran penyebaran distribusi dapat dipakai un-
tuk mengetahui ukuran risiko dengan mengukur seberapa jauh kemungkinan
nilai yang diperoleh akan menyimpang dari nilai yang diharapkan. Dengan
demikian, risiko portofolio akan dipengaruhi oleh rata-rata tertimbang atas
masing-masing risiko aset individual, nilai kekuatan serta arah hubungan li-
nier antar aset (varians dan kovarians) yang membentuk portofolio tersebut.
Jika jumlah aset ditambah, maka varians akan semakin kecil dan nilainya akan
menjadi nol bila jumlah aset pembentuk portofolio berjumlah tak terhingga.

Varians saham dapat dirumuskan sebagai berikut:

2 2B — E(R)P?

n—1

(2.6)

dengan kovarian saham:

[ Bigy — E(R)) Ry — E(R))]

O; i =
5] n_l

(2.7)
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dimana:
o? : Nilai varians saham i
Oij :  Nilai kovarian saham i dan j
R : Return saham j pada periode t

E(R;) : Expected return saham j

Maka, varians portofolio dapat dirumuskan sebagai berikut:

o, = E|R, — E(R,)]” (2.8)

p

dimana O'z merupakan Varians portofolio.

Berikut merupakan contoh risiko portofolio untuk 2 aset:
var(R,) =0, = E[R, — E(R,)]?

= El(z1.Rp1 + 22.Ry2) — (v1.E(Ry1) + 22.E(Ry2)]?

= Elx1.Ry — 21.E(Ry1) 4+ 2. Rpy — 2. (R )?

= El(@1.(Ry — .E(Rp))) + (22.(Rpe — E(Ry2)))]

= B[t [Ry — E(Rp)]* + 23 Rlpe— E(Rp2)]”
+22125(Rpy — - E(Rp1)) (Rpz — E(Rpa))]

= 21.(E[Rp — E(Rp)?) + 23.(E[Rp — E(Rp2)]?)
251202 E(Rpy — E(Rp1)) E(Ry2 — E(Ry2)

= 231.00) + 23.009 + 201220104

— 2 2 2 2
= xl.apl —+ $2.0'p2 -+ 21’1%20},17}72

Nilai varians (07) atau standar deviasi (akar dari varians) dapat mengukur
seberapa besar risiko nilai setiap aset/saham menyimpang dari ekspektasinya.
Sedangkan Kovarian / cov(R,1, Rp2) akan menunjukkan hubungan antar aset
pl dan p2. Nilai kovarian yang positif akan menunjukkan bahwa kedua aset
tersebut bergerak ke arah yang sama. Sebagai contoh, jika kovarian antara
aset pl dan p2 menunjukkan nilai yang positif, maka apabila nilai aset pl me-

ningkat, nilai aset p2 juga akan meningkat dan sebaliknya jika nilai aset pl
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menurun, maka nilai aset p2 juga menurun. Sedangkan nilai kovarian yang

negatif menunjukkan bahwa nilai kedua aset akan bergerak kearah yang ber-

lawanan. Sebagai contoh, jika nilai aset pl meningkat, maka nilai aset p2

menurun, dan sebaliknya. Lalu apabila kovarian bernilai nol, hal ini menun-

jukkan bahwa kedua aset tidak saling berhubungan dan berpengaruh.

Berikut merupakan rumus untuk kovarian portofolio p1 dan p2:

Oplp2 = [Rpl - E(Rp )HRzﬂ - E(Rp )]x, (2-9)

atau

Untuk portofolio yang memiliki lebih dari 2 aset (n>2), maka variansnya:

2

_ 2 2 2 2 2 2
o, = [11.05 +75.00 +23.003 + ... + 17,

oral+

[2$1I20-p1,p2 -+ 2(131%30'101,],3 + 21’21‘30'[)2’[)3 + ...+ 2xm—1xm0-pm—1,pm]

— mo .2 52 m m T
= Zi:l xi.0p + Z’i:l Zj:l LT j0pi,pj
m m m . .

= D i1 TiTi-OpiOpi + ) iy Zj:l LiZjOpi,pj (i #7)

= 2Ly i Opipi + Xty D05 TitiOing (17 )

= Dy D e TiTjOpip,

(i # J)

Contoh 2.1.2. Data dari sebuah portofolio saham ditunjukkan pada tabel di

bawah ini:

Tabel 2.2: Tabel probabilitas saham X dan Y

Probabilitas | Saham X | Saham Y
0.2 20% 15%
0.1 10% 20%
0.5 40% 30%
0.2 25% 10%

Maka:
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E(R,) = 0,2.0,2+0,1.0,140,5.0,4 + 0,2.0,25 = 0,3
E(R,) =0,2.0,15+0,1.0,2+0,5.0,3 + 0,2.0,1 = 0, 22

Sehingga,
o2 = ([0,2-0,3]20,2) + ([0,1 —0,3]%0,1) + ([0,4 — 0, 3]2.0, 5)

+([0,25 - 0,3]2.0,2) = 0,0115
0'2 = ([O, 15 — O7 22]207 2) + ([O7 2 — 07 22]20’ 1) + ([07 35 — 0’ 22]207 5)
+([0,1 -0, 22]2.0.2) = 0,00635

= ([0,2-0,3][0,15 — 0,22].0,2) + ([0, 1 — 0,3][0,2 — 0, 22].0, 1)
+([0,4 — 0,3][0,35 — 0,22].0,5) + ([0,25 — 0,3][0, 1 — 0, 22].0, 2)
= 0,0065.

2.1.3 Portofolio Optimal

Investor yang melakukan investasi pasti menginginkan keuntungan (return
maksimal). Sehingga pemilihan dan pembentukkan portofolio harus dilakuk-
an secara optimal. Sebuah portofolio akan dapat dikatakan optimal ketika
memiliki kombinasi nilai expected return dan risiko yang terbaik. Maka dari
itu untuk menentukan portofolio optimal harus dihitung nilai ezpected return
dari tiap asset/saham individual dan dilanjutkan dengan menghitung risiko
(dengan menggunakan nilai varians dan kovarians) dari asset/saham yang ada
dalam portofolio. Portofolio optimal dapat dibentuk dalam suatu fungsi dan

kendala sebagai berikut:

e Apabila mengacu pada model Markowitz, maka portofolio optimal dapat
dibentuk dengan memilih tingkat expected return kemudian meminimumk-

an risikonya.

Meminimumkan o, = 37", > 230y p;
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dengan kendala:

2im vl (Ri) < E(Ry)
Dim i <1

x>0

dengan asumsi tidak ada biaya transaksi, tidak ada pinjaman berisiko,
menggunakan satu periode waktu dan pemilihan hanya didasarkan pada
nilai expected return dan risiko dari portofolio saja. Hal tersebut akan
mengacu pada asumsi dimana investor memiliki nilai utility yang sama

dan tetap sehingga tidak ada pinjaman berisiko.

e Apabila mengacu pada model Frederick S. (2001) yang menyatakan bah-
wa portofolio optimal merupakan portofolio yang bertujuan untuk me-

maksimumkan ezpected return dengan tingkat risiko tertentu, maka:

Memaksimumkan E(R,) — ao?
= YinTmBE(R) —adll, ZT:1 Lil jOpi,pj

dengan kendala:

Z?ll r; <1

x>0

dengan nilai « sebagai suatu parameter konstanta tak negatif yang dapat
menunjukkan tingkat ukuran risiko yang diinginkan investor terhadap
jumlah expected return nya. Nilai a berkisar antara 0 < a < 1 yang
artinya apabila o = 0 maka risiko diabaikan dan apabila o bernilai besar

maka risiko akan sangat diperhatikan dan diminimalkan.
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2.2 Optimasi

Optimasi merupakan suatu proses untuk mencari nilai optimal dari sua-
tu permasalahan. Optimasi sendiri umumnya memiliki tujuan untuk menca-
ri nilai maksimum atau minimum dari suatu fungsi dengan memperhatikan
kendala-kendala yang ada. Berikut merupakan definisi dan teorema yang ber-

kaitan dengan nilai maksimum dan nilai minimum:

Definisi 2.2.1. Misal S adalah domain dari f yang memuat a, maka:
1. f(a) nilai maksimum jika f(a) > f(z)Vz € S
2. f(a) nilai minimum jika f(a) < f(z)vVx € S
3. f(a) nilai ekstrim jika f(a) nilai maksimum atau nilai minimum

4. Fungsi yang akan dimaksimumkan atau diminimumkan disebut fungsi

tujuan

2.2.1 Fungsi Konveks dan Konkaf
Definisi 2.2.2. Misalkan f terdefinisi pada interval I (terbuka, tertutup, atau
tidak satupun), maka:

1. f naik pada [ jika untuk setiap pasang bilangan z; dan x, dalam [ ,

Ty <y — f(21) < f(22)

2. f turun pada [ jika untuk setiap pasang bilangan z; dan x5 dalam I |

r1 <@y — f(21) > f(72)
3. f monoton murni pada [/ jika f naik atau turun pada I.

Definisi 2.2.3. Misalkan f terdiferensial untuk semua z € R, f dikatakan
cekung keatas atau konveks jika f’(x) naik untuk semua x € R dan f dikatakan

cekung kebawah atau konkaf jika f’(x) turun untuk semua z € R



15

f” merupakan turunan pertama dari f’ dan turunan kedua dari f. Sehingga,
jika f” positif maka f’ naik dan jika f” negatif maka f’ turun. Penjelasan

dapat dilihat berdasarkan dari definisi berikut
Teorema 2.2.1. Misalkan f terdiferensial dua kali untuk semua = € R

1. Jika f"(x) >0, maka f cekung keatas atau konveks untuk semua x € R

2. Jika f"(x) <0, maka f cekung kebawah atau konkaf untuk semua x € R

Turunan parsial kedua dari suatu fungsi f dapat digunakan untuk menguji
konveksitas suatu fungsi. Pada contoh kasus fungsi dua variabel, maka nilai

(21, z2) harus memenuhi syarat sebagai berikut:

Tabel 2.3: Uji konveksitas untuk fungsi dua variabel

Kuantitas Konveks | Konveks Ketat | Konkaf | Konkaf Ketat
Tin, ) >0 >0 <0 <0
i
[y, 1)
T, ) >0 ) <) <0
drs
P ey a) P fley,xg)  Fflen, )
oy m)Fflenn)  Ofono) | 50 <0 <0
o das drirs

2.2.2 Sifat Definit Matriks

Salah satu syarat optimasi orde dua (kuadratik) adalah dengan mencari

titik kritis pada turunan parsial kedua f(z).

Definisi 2.2.4. Suatu matriks M berorde n x n disebut simetri jika M = M7

Definisi 2.2.5. Misal terdapat suatu fungsi f : R?> = R, z;, 22 € R schingga
f (@1, 22) = mya? + 2mia1 32 + mopa)

disebut fungsi kuadratik di R? maka terdapat matriks simetri M sedemikian

sehingga
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dimana x merupakan vektor dengan komponen x; dan x,.

Contoh 2.2.1. Misal terdapat fungsi f(z1,22) = 23 + 107,29 + 23

Maka, fungsi tersebut dapat dibentuk menjadi

15 T
f(131,372) = {a:l mgl
5 1 T2

Pada tahun 1995 dalam buku yang berjudul Optimal Control, Lewis menya-
takan bahwa terdapat syarat dalam optimasi yang membutuhkan sifat kedefi-

nitan matriks. Sehingga untuk setiap M matriks persegi nzn, maka berlaku:

1. M Definit Positif < "Mz >0 Vo € R»
2. M Definit Negatif & 2" Mz <0 Vo € R®
3. M Semi Definit Positif < 2" Mz >0 Vz € R"

4. M Semi Definit Negatif < "Mz <0 Vz € R»

Contoh 2.2.2. Terdapat fungsi f(x) = 722 + 62125 + 223

Maka, dengan pendekatan pertama akan mendapatkan:

7 3 X1
QZ'TMZL’ = |:g;1 x2:|
3 2 To

Selanjutnya, dengan pendekatan kedua yakni melalui pendekatan nilai de-

terminan matriks, akan didapat:

7 3
|M| = =5>0
3 2

Sehingga, terlihat jelas bahwa M definit positif.
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Matriks Hessian

Matriks Hessian dikembangkan pada abad ke-19 oleh Ludwig Otto Hesse.
Matriks Hessian merupakan sebuah matriks kuadrat yang elemen-elemennya
merupakan turunan parsial kedua dari sebuah fungsi. Misal terdapat sebuah
fungsi f(z) yang setiap variabelnya kontinu, memiliki turunan parsial pertama

kontinu dan memiliki turunan parsial kedua, sehingga dapat ditulis sebagai

berikut:
orf o ... _9*f
87351 ox1x2 ox1Ty
orr o . _9f
H(.T) _ Oxaxy 81% 0x2Ty
o%f o .. 0%
| Oznz1  Oznx2 dz?% ]

Maka, matriks H(z) akan memiliki dimensi n x n, dimana determinan
Hessian diturunkan dari matriks simetri yang elemen-elemennya merupakan
turunan kedua parsial. Sehingga, elemen diagonal utamanya (principal dia-
gonal) merupakan turunan kedua parsial langsung dari fungsi f(x) terhadap
x, sedangkan elemen-elemen diluar diagonal utamanya merupakan hasil dari

turunan kedua silang.
Teorema 2.2.2. Untuk setiap matriks Hessian (H(x)), maka

1. Jika H(x) definit positif, maka x merupakan suatu minimum relatif dari

()

2. Jika H(x) definit negatif, maka = merupakan suatu maksimum relatif

dari f(z)

3. Jika H(x) indefinit, maka x merupakan suatu titik pelana dari f(z)
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Teorema 2.2.3. Untuk setiap matriks Hessian (H(x)), maka berlaku

e Jika H(x) bersifat semi definit positif Vo € R maka f merupakan fungsi

cembung (konveks)

e Jika H(z) bersifat definit positif V& € R maka f merupakan fungsi

cembung kuat

e Jika H(z) bersifat semi definit negatif YV € R maka f merupakan fungsi

cekung (konkaf)

o Jika H(z) bersifat definit negatif Y& € R maka f merupakan fungsi

cekung kuat

Hesstan Terbatas

Matriks Hessian terbatas merupakan matriks yang berisikan turunan par-
sial kedua dari fungsi Lagrange terhadap x; dibatasi oleh turunan parsial per-

tama dari fungsi kendala.

Definisi 2.2.6. Misal terdapat fungsi tujuan f(z1, z5) dengan kendala g(x1, z5) =
b dimana b adalah konstanta dan A adalah variabel lagrange, sehingga dapat
ditulis:

L =L\ z1,29) = f(x1,22) — Mg(21, 22) — D]
Jika x5 dijaga agar tetap konstan dengan dimisalkan x5 = xq,, maka f(xy, zy,)

adalah fungsi satu variabel ;. Turunan x; = 1, disebut turunan parsial f

terhadap z; di (x1,,22,) dan dinyatakan oleh f(xy,,x2,)
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Sehingga untuk syarat orde pertama pada L dapat dituliskan sebagai berikut:

oL

=

7))

oL

=0

Oy

oL

= _0

Ory

Selanjutnya untuk syarat orde kedua ialah :
99 9g

D <0
Qg 9L 02L
9, az% a1y
8y 9L 9L >0
Ozy  Owyag 8w%

Determinan Hessian terbatas biasa dinotasikan dengan |H| dimana garis
di atas H melambangkan batas. Untuk nilai |H| yang positif maka f(zy, )
merupakan suatu maksimum relatif. Sedangkan untuk nilai |H| yang negatif

maka f(z1,z9) merupakan suatu minimum relatif.
Contoh 2.2.3. Terdapat sebuah permasalahan optimasi
f(z) = xymg + 221

dengan kendala:

41 4 229 = 60
Maka
L(z,\) = 129 4+ 221 — A(421 + 229 — 60)
Sehingga
0 gL = 0 4 2
=] 75 55 25 |=|401|=16
karena |H| = 16 > 0 (positif), maka f(x) merupakan suatu permasalahan

maksimum relatif.
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2.3 Program Linear

Program linear merupakan metode penyelesaian matematis untuk masalah
optimasi yang bertujuan untuk mencari nilai optimal melalui cara memaksi-
mumkan atau meminimumkan fungsi tujuan yang berbentuk linear terhadap
fungsi-fungsi kendalanya.

Terdapat empat unsur utama dalam model pemrograman linear, yakni:

1. Variabel keputusan
Variabel keputusan merupakan variabel yang berpengaruh pada keopti-

malan hasil.

2. Fungsi tujuan

Fungsi tujuan merupakan fungsi linear yang menjadi tujuan keoptimalan.

3. Fungsi kendala
Fungsi kendala merupakan fungsi yang membatasi setiap nilai dari vari-

abel keputusan.

4. Variabel slack
Variabel slack merupakan variabel tambahan yang mengubah bentuk
kendala yang belum standar (pertidaksamaan) menjadi bentuk standar

(persamaan).

Pada tahun 2009, Ruminta mengatakan bahwa program linear merupakan

permasalahan optimasi yang memenuhi:

1. Fungsi tujuan berbentuk fungsi linear dari variabel keputusan.

2. Nilai variabel keputusan harus memenuhi pembatasan-pembatasan. Se-

tiap pembatasan harus berbentuk persamaan atau ketidaksamaan linear.
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3. Setiap variabel keputusan harus dibatasi yaitu non negatif.

Bentuk umum permasalah pemrograman linear ialah:
Fungsi tujuan:

Maksimum atau Minimum
flz) = cixy = crxy + cowa + ... cpp i=1,2,...n

dengan kendala:

IV
1l
A
=
<
I
\.}—‘
\.[\D
3

gj(ﬂfl,ﬂlg, e ,;Un)(

z; >0 i=1,2,...n

dimana x; merupakan variabel keputusan dan ¢; merupakan koefisien fungsi
tujuan. Sedangkan g; merupakan fungsi kendala dengan b; merupakan kon-
stanta nilai batasan dari jumlah variabel keputusan. Sedangkan pertidaksa-

maan x; > 0 menunjukkan batasan non-negatif.
Contoh 2.3.1. Fungsi tujuan:
Maksimum Z = f(x) = 2z + 425
dengan kendala:

2I1+4$2§5
T+ <4

x1,T2 > 0

Program linear dapat diselesaikan dengan berbagai macam cara, seperti
subtitusi eliminasi, metode grafik dan juga metode simpleks. Metode subti-
tusi eliminasi dan metode grafik biasa dipakai dalam penyelesaian kasus per-

masalahan proglam linear yang sederhana dengan jumlah variabel keputusan
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sedikit. Sedangkan metode simpleks dapat menyelesaikan permasalahan pro-
gram linear dengan variabel keputusan yang lebih banyak dan kendala yang le-
bih kompleks. Metode simpleks adalah sebuah metode pengembangan aljabar
yang akan berfokus pada pengoptimalan variabel keputusan yang dilakukan

dengan cara mengiterasi setiap tabel.

2.3.1 Metode Simpleks

Pada tahun 2008, Eddy Herjanto menyatakan bahwa metode simpleks
adalah metode sistematis yang dimulai dari suatu penyelesaian dasar yang
feasible ke penyelesaian dasar lainnya dan dilakukan secara berulang-ulang
(iteratif), sehingga tercapai suatu penyelesaian optimal.

Langkah-langkah pengerjaan proses metode simpleks:

1. Mengubah bentuk fungsi kendala menjadi persamaan (bentuk
kanonik) dengan menambahkan variabel slack
Kendala yang masih berbentuk pertidaksamaan harus diubah menjadi
persamaan (bentuk kanonik) dengan menambahkan variabel slack, vari-

abel surplus atau variabel buatan (artificial variable).
Bentuk-bentuk batasan dalam metode simpleks:
e Untuk (<) dapat dikonversikan menjadi bentuk persamaan dengan
menambahkan variabel slack.

e Untuk (>) dapat dikonversikan menjadi bentuk persamaan dengan
mengurangi variabel surplus dan kemudian menambahkan variabel

buatan (artificial variable) ke dalamnya.

e Untuk (=) diselesaikan dengan menambahkan variabel buatan (ar-

tificial variable) ke dalamnya.
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2. Menyusun persamaan-persamaan ke dalam tabel simpleks

Tabel 2.4: Tabel simpleks

C; C1 Co c. Cn
c; v;/vi vy Uy . Uy, bj |
CI Uf a1 a12 ce A1n bl (&1
C; U; 921 929 Ce Aon bg T2
cr vy Am1 A2 . Aomn b, | Tm
Zi 21 Z9 R Zn
Zi—Ci | &1 —C1 | 29 —Cy | ... | 2Zpn—Cp
v; : Variabel keputusan
vi : Variabel basis
¢; : Koefisien dari variabel keputusan (x;)
c; + Koefisien dari variabel basis (z7)
a;; : Koefisien teknis (koefisien kendala)
b, : Kuantitas
. m * o . . . *
Zi )iy Cjay; (jumlah total hasil kali baris ¢ dengan kolom a;;)
zi —c;  Selisih antara z; dan ¢

Rasio (Hasil bagi nilai b; dengan variabel basis).

3. Menyelesaikan tabel simpleks

Langkah-langkah penyelesaian pengerjaan tabel simpleks:

(a) Mengecek nilai optimal
Pada kasus memaksimumkan, tabel simpleks dinyatakan telah op-
timal jika z; — ¢; > 0 untuk semua nilai i. Sedangkan untuk ka-
sus meminimumkan, tabel simpleks dinyatakan telah optimal jika
z; — ¢; < 0. Jika tabel belum optimal, maka akan dilakukan perba-

ikan tabel (iterasi).
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Menentukan variabel kunci

Untuk menentukan variabel kunci, maka perlu ditentukan kolom
kunci dan baris kunci terlebih dahulu. Penentuan kolom kunci ialah
dengan melihat nilai z; — ¢; sedangkan penentuan baris kunci ialah

dengan melihat nilai rasio.

e Pada kasus memaksimumkan, penentuan kolom kunci ialah dengan
memilih nilai ;; yang memiliki z; — ¢; < 0 paling kecil karena
jika diambil z; —¢; > 0 maka nilai fungsi tujuan akan menjauhi
nilai optimal. Sedangkan penentuan baris kunci ialah dengan

memilih nilai rasio (positif) yang terkecil.

e Pada kasus meminimumkan, penentuan kolom kunci ialah dengan
memilih nilai x;; yang memiliki z; — ¢; > 0 paling besar karena
jika diambil z; — ¢; < 0 maka nilai fungsi tujuan akan menjauhi
nilai optimal. Sedangkan penentuan baris kunci ialah dengan

memilih nilai rasio (positif) yang terkecil.

Perpotongan nilai antara kolom kunci dan baris kunci selanjutnya

akan dijadikan sebagai nilai variabel kunci.

Menyusun tabel simpleks baru

Untuk menyusun tabel simpleks yang baru, maka harus mencari
koefisien elemen basis dari tabel simpleks sebelumnya. Koefisien
elemen basis merupakan nilai dari variabel kunci yang telah diten-
tukan sebelumnya. Sehingga koefisien baris pivot baru dapat dicari
dengan menggunakan rumus ZL;, dimana a,; merupakan nilai varia-
bel baris yang akan diubah dan a,; merupakan nilai variabel kunci.

Sedangkan untuk menghitung nilai baris baru lainnya dilakukan

Arj
dengan menggunakan rumus a;; — = Q-
T
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Iterasi tabel dilakukan hingga mencapai kondisi optimal. Kemudian subti-

tusikan nilai variabel keputusan optimal untuk mendapatkan nilai fungsi op-
timal.
Contoh 2.3.2. Terdapat suatu permasalahan:

Maksimum f(z1, x2) = by + Ty

dengan kendala:

31’1 + 21’2 S 17
41 + dxy < 32

L1, T2 2 0

Selanjutnya bentuk fungsi kendala akan diubah ke dalam bentuk kanonik

dengan menambahkan variabel slack s; dan s, sebagai berikut:

31‘1 +21’2+81 =17
41’1 +5l’2+82 =32

Ty, 22 >0
Sehingga bentuk tabel simpleksnya ialah sebagai berikut:

Tabel 2.5: Tabel simpleks awal

C; 5 7 0|0
c; U;/Ui Ty | T2 | S1|S2| by T
0 s | 3] 2 |1]0]|17]17/2
0 S5 4 5 0|132]32/5
2 0 0 0|0
Zi — C; -5 | -7 0 0

Dari tabel di atas kolom x5 akan dipilih menjadi kolom kunci karena me-
miliki nilai z; — ¢; terkecil, dan baris s; akan terpilih sebagai baris kunci karena
memiliki nilai ratio terkecil. Sehingga mengakibatkan perpotongan antara ko-
lom x5 dan baris sj yakni angka 2 menjadi variabel kunci. Selanjutkan akan

dilakukan iterasi sehingga didapatkan tabel baru sebagai berikut:
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Tabel 2.6: Tabel simpleks hasil iterasi pertam

C; 5 710 0
c; | vi/ui T | o | S1 ] S bj
0 s | 7/5 0|1 -2/5]|21/5
71 x| 4/5 |10 1/5]32/5
% | 2851710 0
Zi—c | 3/5] 007/

Dari tabel simpleks iterasi pertama terlihat bahwa seluruh z; — ¢; > 0,
dengan demikian maka kondisi optimal telah tercapai, dimana z; = 0, x5 =
32/5 = 6,4. Sehingga, didapatkan nilai maksimum f(x) = 7(32/5) = 224/5 =
44,8

2.3.2 Metode Simpleks Dua Fase

Metode simpleks dua fase merupakan salah satu metode yang dapat menye-
lesaikan permasalahan pemrograman linear dengan menggunakan iterasi tabel
yang dilakukan dalam dua fase dimana variabel basis awal terdiri dari variabel
buatan. Fase pertama pada metode simpleks dua fase bertujuan untuk meng-
hilangkan variabel buatan dengan cara membuat fungsi tujuan buatan yang
merupakan jumlah dari variabel-variabel buatan yang kemudian diminimalkan
dengan tabel simpleks. Pada kasus memaksimumkan, maka koefisien fungsi tu-
juan akan diberi nilai negatif (-1) sedangkan pada kasus meminimumkan, maka
koefisien fungsi tujuan akan diberi nilai positif (+1).

Fase pertama pada metode simpleks dua fase akan berakhir apabila fung-
si tujuan (buatan) memiliki nilai yang optimal (sesuai dengan aturan pada
metode simpleks). Sehingga, proses dapat dilanjutkan ke fase kedua. Pada
fase dua, tabel awal yang dipakai untuk mengoptimalkan fungsi tujuan asli
berasal dari tabel akhir pada fase pertama. Pengoptimalan fungsi tujuan asli

dilakukan dengan cara mensubtitusikan solusi optimal yang didapatkan dari
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fase pertama sebagai solusi dasar awal dan selanjutnya akan dilakukan itera-
si simpleks sampai diperoleh solusi optimal sesungguhnya. Lalu karena pada
fase pertama variabel buatan telah dihilangkan, maka pada fase dua variabel
buatan tidak perlu disertakan lagi dalam tabel.

Langkah-langkah metode simpleks dua fase:

1. Pada fase pertama, buatlah fungsi tujuan buatan
2. Ubah bentuk fungsi kendala dalam bentuk kanonik
3. Buatlah dan lengkapi tabel simpleks

4. Lakukan penyelesaian tabel simpleks (sesuai dengan langkah-langkah pa-

da metode simpleks) sampai didapatkan kondisi optimal.

5. Selanjutnya pada fase dua, nilai obyektif ¢; dan nilai ¢ nya akan meng-

ikuti koefisien dari fungsi tujuan asli

6. Lakukan penyelesaian tabel simpleks (sesuai dengan langkah-langkah pa-

da metode simpleks) sampai didapatkan kondisi optimal.

Contoh 2.3.3. Minimum z = 3z + 529

dengan kendala:

20y = 12
31’1 + 21’2 Z 18
T S 4

L1, T2 2 0

Maka, akan dibentuk variabel buatan r; dan ry sesuai dengan banyaknya va-
riabel keputusan.

Sehingga diperoleh fungsi tujuan buatan:
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Meminimalkan R = rq + 7o

dengan kendala:

2$2+T1:12
3r1 + 229 — 851+ 19 =18
l’1+82:4

T1,22 >0
Akan didapatkan tabel sebagai berikut:

Tabel 2.7: Tabel simpleks dua fase awal

C; O] 0]0]0]1]1
c; U;/Ui Ty | T2 | S1 | Se |11 | T2 | by | Ty
1 Ty 01200101126
1| r | 3|2]1]|0]0][1]18]09
0 s | 1]0]0[1]0]0] 4

Z; 314 ]|-1]1]0]1]1

Zi — G 3 4 -1 0 0 0

Dari tabel di atas kolom x5 akan dipilih menjadi kolom kunci karena memi-
liki nilai z; — ¢; terbesar, dan baris ] akan terpilih sebagai baris kunci karena
memiliki nilai ratio terkecil. Sehingga mengakibatkan perpotongan antara ko-
lom zo dan baris r} yakni angka 1 menjadi variabel kunci.

Selanjutnya akan dilakukan iterasi ke-1 dan akan diperoleh tabel:

Tabel 2.8: Tabel fase pertama iterasi pertama simpleks dua fase

Ci 0O,0,10]0] 1 1

c; U;-‘/U,- Ty | To | S1 | S2 | r1 | Ta|bj| Ty

0 T 0O/ 1]00]1/2]0]|6]|o

1 r5 310 1-1,0] -1 1161 2

0 s5 110010 |0]4]4
2 310 |-110] -1 1|1
zi—¢ | 310 -1]0| -210

Dari tabel di atas kolom x; akan dipilih menjadi kolom kunci karena memi-

liki nilai z; — ¢; terbesar, dan baris 75 akan terpilih sebagai baris kunci karena
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memiliki nilai ratio terkecil. Sehingga mengakibatkan perpotongan antara ko-
lom z; dan baris r3 yakni angka 2 menjadi variabel kunci.

Selanjutnya akan dilakukan iterasi ke-2 dan akan diperoleh tabel:

Tabel 2.9: Tabel fase pertama iterasi kedua simpleks dua fase

ci 010 0 0 1 1
C; U;/Ui Tl | T2 S1 So ™ T2 bj
0 To 01 0 0] 1/2 0 6
0| #, |10]|-1/3[0-1/3[1/3 ]2
0 s5 |00 1/3[1][1/3[-1/3]2

2 010 0 0 0 0

Zi — C; 0 0 0 0 -1 -1

Dari tabel di atas terlihat bahwa semua z; —¢; < 0, dengan demikian, maka
tahap pertama dari metode simpleks dua fase telah selesai.

Selanjutnya pada fase dua, nilai obyektif ¢; dan nilai ¢; nya akan mengikuti
koefisien dari fungsi tujuan asli. Sehingga diperoleh tabel simpleks tahap dua

sebagai berikut:

Tabel 2.10: Tabel fase kedua simpleks dua fase

G 315 0 0
;| vi/ui x| @] s1 | s2 by
5 Ty 0] 1 0 0|6
3 2 | 1]0]-1/3/0]2
0 S5 010 1/3]1]2
2 315 -1 0
z—c | 010 -1 0

Dari tabel di atas terlihat bahwa semua z; — ¢; < 0. Maka, nilai optimal

untuk z; = 2 dan xy = 6. Sehingga nilai optimal Z = 3(2) 4 5(6) = 36.

2.4 Program Nonlinear

Program atau pemrograman nonlinear merupakan salah satu bagian dari

proses penyelesaian masalah optimasi yang bertujuan untuk mencari nilai op-
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timal dengan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi tujuan yang ber-
bentuk nonlinear. Masalah-masalah optimasi yang sederhana biasanya disele-
saikan menggunakan pemrograman linear. Sedangkan kenyataannya dalam ke-
hidupan sehari-hari tidak semua permasalahan bisa diselesaikan hanya dengan
menggunakan pemrograman linear. Masalah yang dialami juga biasanya akan
menimbulkan variabel baru atau fungsi-fungsi baru pada kondisi tertentu.
Oleh karena itu munculah pemrograman nonlinear. Bentuk umum perma-
salah pemrograman nonlinear dengan variabel keputusan x adalah:

Fungsi tujuan:

Maksimum atau Minimum

f(fEl,l'Q,...,fEn> (210)
dengan kendala:
gj(x1, 22, ..., 2,) (>, =, <)b; j=1,2,...m

dimana f(z) merupakan fungsi tujuan yang nonlinear dan g(z) merupakan
fungsi kendala (Winston (2004)).

Secara umum pemrograman nonlinear dapat dibagi menjadi dua, yakni:

1. Pemrograman Nonlinear Tak Berkendala
Pemrograman nonlinear tak berkendala adalah metode optimasi dengan
fungsi tujuan berbentuk nonlinear dan tidak memiliki fungsi kendala

apapun. Bentuk model pemrograman nonlinear tak berkendala adalah:

Fungsi tujuan:

Maksimum/Minimum f(z, 29, ..., x,)
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Contoh 2.4.1. Fungsi tujuan:
Maksimum f(z) = 22 + sinbx

Untuk menyelesaikan permasalahan pemrograman nonlinear tak kendala

terdapat dua syarat keoptimalan yaitu:

e Syarat Perlu Keoptimalan
Syarat perlu keoptimalan berfungsi untuk mencari titik-titik opti-
mal z* pada pendekatan analitis. Syarat tersebut berisi:

Jika solusi = z* adalah titik optimal dari f(z) maka:

of
(91:1- a

0 diz=2x"untuki=1,2,...n

e Syarat Cukup Keoptimalan
Syarat cukup keoptimalan berfungsi untuk menentukan apakah titik
optimal yang didapatkan dari syarat perlu keoptimalan merupakan
titik minimum atau titik maksimum. Jika g—i = 0 dan H(z*) definit
positif, maka z* titik minimum. Sedangkan apabila g—ai = 0 dan

H(z*) definit negatif, maka x* titik maksimum.

2. Pemrograman Nonlinear Berkendala
Pemrograman nonlinear berkendala merupakan masalah optimasi yang
memiliki kendala atau batasan-batasan tertentu dan fungsi tujuan ber-
bentuk nonlinear. Bentuk model pemrograman nonlinear berkendala
untuk menentukan nilai x;, z, ..., z,) adalah:

Fungsi tujuan:

Maksimum/Minimum f(z1, 29, ..., x,)
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dengan fungsi kendala:

gj<l’1,l'2,...,l’n)(z,:7§)bj ]: 1,2,...m

x; >0 1=1,2,...n

dengan m < n (jumlah kendala lebih kecil sama dengan variabel). Sehingga

apabila terjadi m > n, maka masalah tidak dapat diselesaikan.

Contoh 2.4.2. Fungsi tujuan:
Maksimum f(z) = 4z% + 5z3
dengan kendala:

211 —|—3ZL'2 = 6

x1,22 >0

Terdapat berbagai macam cara untuk menyelesaikan permasalahan pemro-
graman nonlinear. Salah satunya ialah dengan menggunakan metode pengali
Lagrange dan kondisi Karush Kuhn Tucker. Metode pengali Lagrange me-
rupakan proses pembuatan fungsi baru yang merupakan penjumlahan fungsi
tujuan dengan hasil perkalian antara fungsi kendala dengan faktor Pengali La-
grange dimana nilai ekstrimnya akan bernilai sama dengan nilai ekstrim pada
fungsi berkendala. Sehingga dengan menggunakan metode ini nantinya akan
dihasilkan nilai-nilai yang optimal untuk setiap nilai . Metode ini juga cukup
sering dipilih dan dipakai untuk menyelesaikan permasalahan pemrograman
nonlinear sederhana karena caranya cukup mudah dan sederhana. Sedangkan
untuk menyelesaikan permasalahan pemrograman nonlinear yang cukup kom-
pleks, maka dapat digunakan kondisi Karush Kuhn Tucker sebagai alat bantu
untuk menemukan nilai solusi optimal karena kondisi KKT dapat digunakan

untuk mengubah permasalahan nonlinear menjadi permasalahan linear.
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2.4.1 Kondisi Karush Kuhn Tucker

Kondisi Karush Kuhn Tucker (KKT) merupakan suatu kondisi yang diper-
lukan untuk menyelesaikan permasalahan pemrograman nonlinear dan menjadi
syarat cukup bagi permasalahan pemrograman kuadratik. Pada kasus perma-
salahan pemrograman kuadratik, kondisi ini akan menghasilkan fungsi linear
baru yang merupakan hasil derivatif dari fungsi kuadrat. Sehingga, apabila
kondisi Karush Kuhn Tucker (KKT) terpenuhi maka metode ini akan mengha-
silkan solusi optimal untuk setiap nilai  dengan cara mengubah permasalahan
nonlinear menjadi permasalahan linear.

Untuk permasalahan nonlinear
Memaksimum / Meminimum f(zq,x2,...,z,)

dengan kendala:

v
[
I
=

gj(:cl,xg,...,:cn)( j:1,2,m

x; >0 1=1,2,...n

Semua kendala yang akan diselesaikan dengan metode Karush Kuhn Tuc-
ker harus menggunakan tanda (<). Sehingga, apabila ada kendala yang ber-
bentuk ¢(z1,xs,...,x,) > b maka harus ditulis sebagai —g(z1,x2,...,2,) <

—b dan kendala dengan bentuk g¢(z1,xs,...,x,) = b harus diganti dengan
g(x1, 29, ..., x,) < bdan —g(z1,29,...,2,) < —b.

Untuk fungsi konveks, syarat perlu dan cukup untuk mencapai titik mi-
nimum dapat dicari menggunakan syarat Karush-Kuhn-Tucker. Tetapi untuk
fungsi nonkonveks, syarat Karush-Kuhn-Tucker merupakan syarat perlu sa-
ja, tetapi belum cukup untuk mencapai optimal. Jadi untuk masalah jenis

konveks, syarat Karush-Kuhn-Tucker menjadi syarat perlu dan cukup untuk

sebuah maksimum ataupun minimum global.
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Selanjutnya akan dibentuk fungsi Lagrangenya:

m

L(z,\) = f(x1, 29, ...x,) — )\Z(gj(z) — b, (2.11)
j=1
dimana f(z1,22,...,2,) merupakan fungsi tujuan, g;(z) merupakan fungsi

kendala, b merupakan konstanta dan A merupakan nilai pengali Lagrange yang
bersesuaian dengan dimensi barisan vaktor m.

Lalu selesaikan persamaan:

oL
—0

i

=0

O\

A >0

Untuk permasalahan dengan asumsi fungsi tujuan konkaf dan fungsi ken-
dala konveks, maka syarat perlu dan cukup keoptimalannya akan terpenuhi

apabila sesuai dengan syarat berikut:

1. Untuk permasalahan meminimumkan:

o Uy N e =0 (i=1,2,..,n)
o 8x +3 N ('9]9(:1 =0 (i=1,2,...n)
[ ] )\] ZO (j:1,2,,m>
e c;, >0 (1=1,2,...,n)

dimana e; merupakan variabel surplus.
2. Untuk masalah memaksimumkan:
o U s O 4 g =0 (i=1,2,..n)

® \j[bj —g;(z)] =0 (G=1,2,...,m)
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0f(x) 3. 99i(@) :
o I; axz _Z] 1 ] ajxl =0 (@:1,2,...,71)
.)\.7>0 (321727 7m>
e 5, >0 (1=1,2,...,n)

dimana s; merupakan variabel slack.

Pada Aj[b; — g;(x)] = 0, jika A; = 0 dan bentuk umum fungsi kendala yaitu
gj(x) < b; maka berakibat g;(z) — b; < 0.

Corollary 2.4.1. Diasumsikan bahwa fungsi tujuan f(x) merupakan fungsi
konkaf dan fungsi kendala g(x) merupakan fungsi konveks, maka solusi akan

optimal jika dan hanya jika semua kondisi teorema terpenubhi.

Contoh 2.4.3. Minimumkan f(z) = 23 — 4z, + 23 — 625

dengan kendala:

$1+ZE2§3

—233'1 + Zo < 2

Maka:

L(z,\) = 22 — 4z + 25 — 629 — M (3 — (71 + 22)) — Xo(2 — (=271 + 72))
oL
8I1
oL
8$2
oL
o\
oL

=24+ 97, —
6)\2 + 221 T2

:2$1—4+/\1—2)\2
:21'2—6+>\1+)\2

:3—1'1—1'2

Sehingga, terpenuhi syarat KKT untuk permasalahan meminimumkan se-

bagai berikut:
1. (221) 21‘1—4—|—>\1—2)\2—€1:0

(ZZQ) 2132—6+)\1+)\2—62:0



36
2. M[3—x1—22] =0
A2+ 221 — 25 =0
3. (i=1) @201 —4+ A —20] =0
(1=2) @229 —6+ XN +X]=0
4 A Ay >0

5. €1, €9 Z 0

2.5 Pemrograman Kuadratik

Banyak persoalan matematika dapat diselesaikan dengan pemrograman
kuadratik (Quadratic Programming) yang mana merupakan salah satu metode
pendekatan untuk menyelesaikan permasalahan pemrograman nonlinear ber-
kendala. Dalam pemrograman kuadratik, fungsi tujuan akan berbentuk non-
linear yang melibatkan variabel kuadrat sedangkan fungsi kendalanya akan
berbentuk pertidaksamaan linear. Bentuk umum dari pemrograman kuadratik

adalah sebagai berikut:
T L 7
flz)=-c x+§x Qr+d (2.12)
dengan kendala:

Ax <b

x>0

dengan
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I by
x b
' = e=|" P
— |C1 Cp ... Cp - =
Tn b,
qi1 qi12 ... (Qin ai; a2 ... Qip
g1 422 ... (Q2n as1 Q922 ... Q2p
Q= A=
dn1 4n2 --- dnn Am1 Qm2 ... Amnp

dimana d merupakan suatu konstanta dan ) € R"*" adalah matriks yang
tersusun dari nilai ¢;;, dimana ¢;; merupakan turunan parsial kedua terhadap
x; dan z; yang ada pada fungsi tujuan. Sehingga matriks Q simetris dengan
nilai ¢;; = gj;.

Bentuk persamaan (2.6) fungsi tujuan dapat ditulis menjadi bentuk lebih

lanjut, yakni:
flo)=c"o+ 32" Qu+d =371 ciwi + 5 300, D000 gy + d

Pada fungsi tujuan di atas, suku %xTQx menyatakan bagian kuadratis dari
fungsi tujuan dengan QQ merupakan matriks bernilai definit positif dan simetri.
Sehingga, karena Q merupakan matriks definit positif maka f(x) adalah fungsi

konveks (kuat).
Contoh 2.5.1. Diketahui sebuah fungsi

Minimum f(z) = 23 — 4z, + 23 — 619
dengan kendala:

LE1+$2§3

—2%1 + 29 < 2
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Pada contoh terdapat dua kendala maka matriks A menjadi matriks satu

1 1 3
baris yaitu A = , sehingga dapat ditentukan b =

-2 1 2

Setelah teridentifikasi, bentuk permasalahan dapat disusun ulang, yaitu:

f(z1,29) = x% — 4z, ~|—x§ — 619

X1 1 2 0 T
:[—4 —6} +—{x1 xz}

1 1 T 3
dengan kendala : <
-2 1 T 2

Penyelesaian untuk masalah pemrograman kuadratik dapat diselesaikan
dengan metode Wolfe dengan syarat kondisi Karush Kuhn Tucker. Sehingga
nantinya permasalahan pemrograman kuadratik dapat diproses menjadi per-
masalahan pemrograman linear oleh kondisi Karush Kuhn Tucker dan dicari
nilai solusi optimalnya dengan menggunakan metode Wolfe.

Namun pada pemrograman kuadratik, bentuk yang diperoleh dari kondisi
Karush Kuhn Tucker akan sedikit berbeda karena terdapat kondisi complemen-
tary slackness khusus atau kendala komplementaritas. Secara umum, kondisi
complementary slackness pada pemrograman kuadratik dapat dinyatakan pa-

da teorema berikut:

Teorema 2.5.1. 1. e; dan s; pada kondisi Kuhn-Tucker dan z; tidak dapat

kedua-duanya bernilai positif.

2. Variabel surplus (excess) ataupun slack untuk kendala ke-i dan \; tidak

dapat kedua-duanya bernilai positif.
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2.5.1 Metode Wolfe

Metode Wolfe merupakan sebuah metode yang dapat menyelesaikan per-
masalahan pemrograman kuadratik. Metode ini memerlukan kondisi Karush
Kuhn Tucker sebagai syarat untuk membentuk fungsi tujuan baru yang linear
kemudian diminimumkan dengan menggunakan fase 1 pada metode simpleks
dua fase.

Proses metode Wolfe akan dimulai dengan menambahkan variabel buatan
(artificial variable) w; pada hasil persamaan yang didapatkan dari kondisi
Karush Kuhn Tucker. Selanjutnya variabel buatan (artificial variabel) tersebut

akan diminimumkan sebagai fungsi tujuan baru, sebagai berikut :
Minimalkan W =w; +ws + ... + w,

Sedangkan fungsi kendalanya merupakan hasil persamaan yang telah dida-
patkan dari persamaan pada kondisi Karush Kuhn Tucker. Sehingga nantinya

permasalahan tersebut dapat dibentuk ke dalam tabel simpleks :

Tabel 2.11: Tabel metode Wolfe

C; C1 C2 C3 Cy Cn
* * /
c; | vi/v; T A S; s’ w; b |
* *
Cq X a11 ai12 13 a14 A1n by r1
* *
Co To 21 22 23 24 A2n by T
* * b
Cr, L Am1 Am2 Am3 Am4 Qmn m Tm
24 21 22 z3 24 Zn
Zi —Cp | 21 —C1 | Zg—Cy | 23 —C3 | 24 —C4 | Zn — Cp
W; (O (2 s Py Uy,

dimana pemilihan kolom kuncinya akan berbeda dari fase 1 pada metode
simpleks dua fase karena pada metode ini, kolom yang akan dipilih ialah yang
memiliki nilai ¢ terbesar. Sedangkan untuk pemilihan baris kunci, variabel
kunci dan iterasi tabelnya akan sama dengan fase 1 pada metode simpleks dua

fase.
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Untuk menjamin bahwa solusi akhir (dengan variabel buatan sama dengan
nol) memenuhi kondisi complementary slackness, maka metode Wolfe memo-

difikasi pilihan variabel simpleks yang masuk, dengan cara :

1. Tidak diperbolehkan e; dari kendala ke-j dan z; kedua-duanya sebagai

variabel basis;

2. Tidak diperbolehkan variabel slack atau excess dari kendala ke-j dan A,

kedua-duanya sebagai variabel basis

Syarat basis di atas bersesuaian dengan complementary slackness dari pem-
rograman kuadartik. Jadi, apabila simpleks dikerjakan dengan cara biasa tan-
pa menggunakan syarat basis di atas, maka pada hasil tabel optimal akan ada

complementary slackness yang tidak terpenuhi.

Contoh 2.5.2. Terdapat suatu permasalahan quadratic programming dimana:

Maksimum
f(x) =23 + 23 — 1221 — 929 + 7179
dengan kendala:

2371 + Zo < 12

L1, T2 2 0

Selanjutnya, permasalahan di atas akan dibentuk kedalam suatu model yang

memenuhi kondisi Karush Kuhn Tucker:

of (x m 9g;(x .

L. ga(ci) - Zj:l Aj %];5(1._) +s5=0 (1=1,2,..,n)
untuk i = 1, 201+ 29— 12 -2\ +5, =0
untuk i = 2, T1+202 —9— A +52=0

2. Aj[bj — gi(x)] =0 (G=1,2,..,m)

)\1[12 — (2I1 + .772)] =0
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3. x; 6—%—2]-:1 )\Jaj—xl =0 (Z:]_,Q,...,TL)
untuk 1 = 1, .1'1[21'1 + X9 — 12 — 2)\1] =0

untuk i = 2, To[r1 + 229 —9— M) =0

4.2, >0 (j=1,2,..,m)
A >0

5.8 >0 (i=1,2,..,n)
51,82 >0

dari kondisi 1 dan 3, yakni:

untuk i =1

2$1+$2—12—2>\1+81:O

ZEl[Q?IZl + T9 — 12 — 2/\1] =0
dan untuk i = 2

$1+2$2—9—)\1+82:0

.172[1’1—{—21['2 —9—)\1] =0

Maka, dapat diketahui complementary slacknessnya ialah:

S1T1 = 0
S99 = 0
Selanjutnya untuk kendala:
21’1 + 29 S 12

dapat diubah menjadi bentuk:

12—21—29+5,=0
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Sehingga, apabila disesuaikan dengan kondisi 2, maka:

12—5131—1'2—|—8,1:0
)\1[12 — (2$1 +ZL‘2)] =0

dan didapatkan complementary slacknessnya ialah:
)\18’1 =0

Setelah complementary slackness telah didapat, maka tahap selanjutnya
ialah membentuk fungsi tujuan baru yang minimum dan linear dengan me-
nambahkan variabel buatan, yakni:

Minimum
w1 + Wo
dengan kendala:

2I1+$2—2)\1+81+w1:12
x1+2x2—)\1+52+w2:9

2r1 + w9 + 8 =12
Sehingga, didapat bentuk tabel Wolfenya:

Tabel 2.12: Tabel Wolfe awal

G 0000|0711 1 ]0
ci | vifui | [ m [ A s1 | s2 | wr | wy | S| by
1 wy 2 1 1-2111]0 1 0 0 |12
1] w;, |1 ]2]1]0]1]0][1]0]09
o s [2]1]lo0o]lololo]o]1]12
2 313 (-3|1]1 1 1 0
zi—¢c | 313|311 0 010
(8 514 (-3]1]1 1 1 1
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Pada tabel ini kolom @, akan menjadi kolom kunci karena memiliki nilai 1;
terbesar. Selanjutnya akan dicari baris kunci dengan cara mencari nilai ratio
(nilai kolom b; dibagi oleh nilai kolom kunci tiap baris) dari masing-masing

baris. Sehingga didapat tabel berikutnya ialah:

Tabel 2.13: Tabel Wolfe awal dengan variabel basis

¢ ofJoJoJoJo[1 ][ 170
C;k U;-(/’Ui 1 | X2 /\1 S1 | So | W | Wy Sll bj T
1] w [2]1]2[1]0o]1]0]0[12]6
1] wi [1]2]-1[0ol1]0o]1]0]9]09
0o s |2]1]0]0o]lo[o0o]o0]|1]12]6
zi 3133111170
zi—c |33 -3[1]1]0]07]0
Y | 54311 1]1]1

Setelah kolom z; terpilih menjadi kolom kunci, selanjutnya baris wj akan
menjadi baris kunci karena memiliki nilai ratio positif terkecil. Sehingga meng-
akibatkan nilai yang ada pada perpotongan antara x; dan wj akan menjadi
variabel basis. Selanjutnya akan dilakukan iterasi, sehingga didapatkan tabel

sebagai berikut :

Tabel 2.14: Tabel Wolfe hasil iterasi pertama

G 0 0 0 0 0 1 110
c; v;/vi Ty | Ty | A | st | S2| wyr |wa | S| b
0 2 |1 |1/2]-1|1/2]0|1/2] 006
1] w, [0[32]0 -1/2[1]-1/2]1]0]3
ol s ol o 2] -1]o]-1]o]1]o0
% |0 [3/2]0 -1/2[1|-1/2]1]0
Z—c | 0]3/210 -1/2]1]3/2]0]0
(n 1 2 1 -1 1 -1 1 1

Kolom z, akan menjadi kolom kunci karena memiliki nilai v; terbesar.
Selanjutnya akan ditentukan baris kunci dengan mencari nilai ratio tiap baris.

Sehingga didapatkan tabel sebagai berikut:
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Tabel 2.15: Tabel Wolfe hasil iterasi pertama dengan variabel basis

C; 0 0 0 0 0 1 110
cj | vifui x| g [ M| st | sa| wi |wy | Sy | bj| 1y
O = |1 |12 |1/2[0]1/2]0]0]6]|12
1| w |0]3/2/0 121 -1/2]10]3]2
0 s 0 0 2 -1 0 -1 0 1100
% |0 [3/2]0 -1/2]1-1/2]1]0
- | 0320 -1/21 3200
(a 1 2 1 -1 1 -1 1 1

Setelah kolom x5 terpilih menjadi kolom kunci, selanjutnya baris ws akan
menjadi baris kunci karena memiliki nilai ratio positif terkecil. Sehingga meng-
akibatkan nilai yang ada pada perpotongan antara xs dan wy akan menjadi
variabel basis. Selanjutnya akan dilakukan iterasi, sehingga didapatkan tabel

sebagai berikut :

Tabel 2.16: Tabel Wolfe hasil iterasi kedua

Ci 0(01]0 0 0 1 1 0
Cj U;/Ui 1 | T2 )\1 S1 So w1 Wa Sll bj
0 2 | 1]0]-1]2/3[-1/3]2/3-1/3]0]5
0| 22 | 0|1 ]0]|-1/3[2/3[-1/3[2/3]0 ]2
0 s} 0,0 2| -1 0 -1 0 110
2; 0010 0 0 0 0 0
zi—c¢ | 0100 0 0 -1 -1 0

Setelah dilakukan dua kali proses iterasi didapatkan tabel bahwa tabel
memenuhi kondisi optimal z; — ¢; < 0. Sehingga, nilai optimal untuk z; =5
dan x5 = 2. Sehingga, apabila nilai x; dan x5 disubtitusikan kedalam fungsi

tujuan awal, maka akan didapat :



BAB III

DESAIN MODEL

Berikut merupakan tahapan proses penelitian selanjutnya:

10.

. Mengumpulkan data (harga saham pada periode tertentu).

Melakukan perhitungan nilai expected return dan risiko dari masing-

masing saham

Membentuk fungsi tujuan dan fungsi kendala dari nilai expected return

dan risiko yang didapat dalam bentuk permasalahan pemrograman kuadratik.

Mengidentifikasi fungsi yang didapat untuk menentukan jenis permasa-

lahan (meminimumkan atau memaksimumkan).
Membentuk model KKT.
Mengidentifikasi Complementary Slackness.

Menambahkan variabel buatan (w;) untuk setiap kondisi Karush Kuhn

Tucker yang tidak memiliki variabel basis.

Membentuk fungsi tujuan baru (linear) dengan cara meminimalkan jum-
lah nilai variabel buatan (w;) dan fungsi kendala baru yang didapatkan

dari persamaan KKT.
Mengaplikasikan simpleks metode Wolfe.

Menentukan saham yang memiliki nilai optimal.

45
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3.1 Diagram Alir Penelitian

Berikut merupakan diagram alir tahapan proses penelitian:

Pengumpulan Perhitungan Nilai
Data Penutupan Expected Return
Harga Saham dan Resiko

Membentuk

Fungsi Tujuan dan
Fungsi Kendala

/ \

{ Permasalahan } { Permasalahan }

Memaksimumkan Meminimumkan

\/

Membentuk Syarat
KKT

i}

[ Mengidentifikasi

Complementary Slackness

'

Menambahkan variabel buatan
untuk setiap kondisi KKT yang
tidak memiliki variabel basis

i

Membentuk Fungsi Tujuan
(linear) dan Fungsi Kendala Baru

) 1

Pengaplikasian simpleks J

Metode Wolfe

!

{Menda patkan Nilai Hasil Optimaﬂ

Gambar 3.1: Diagram Alir Penelitian



BAB IV

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas lebih lanjut mengenai contoh pengaplikasian
metode Wolfe untuk menyelesaikan permasalahan pemrograman kuadratik,
pembuatan model matematika portofolio optimal serta perhitungan pemilihan

portofolio saham optimal dengan menggunakan metode Wolfe.

4.1 Aplikasi Metode Wolfe pada Pemrogram-
an Kuadratik

Metode Wolfe merupakan salah satu metode yang dapat menyelesaikan
dan menemukan solusi optimal pada permasalahan pemrograman kuadratik.
Terdapat langkah-langkah tertentu yang harus dilakukan untuk mendapatkan
solusi optimal. Berikut merupakan langkah-langkah pengaplikasian metode

Wolfe untuk menyelesaikan permasalahan pemrograman kuadratik:
Maksimum f(z) =clz+ 32" Qu

dengan kendala:

Maka, lakukan pengubahan tanda pertidaksamaan menjadi sebuah persa-
maan dengan menambahkan variabel slack (s?). Kemudian dibentuk fungsi
Lagrange

L(z,\) = "o + %ITQx — A Z(Az($) —bi)
i=1

47



48

dan dibentuk dan disesuaikan dengan kondisi Karush Kuhn Tucker (permasa-

lahan memaksimumkan), sebagai berikut:

o U _ s A28 4 =0 (i=1,2,..,n)
o A\jlbj —gi(x)] =0 (J=1,2,....,m)
o ag_ij)_zgl ja%f> ~0 (i=1,2,...n)
)\ >0 (j=1,2..m)
e 5, >0 (1=1,2,...,n)

Selanjutnya identifikasi complementary slackness atau kendala komplemen-

taris, dimana hal tersebut diperoleh dari kondisi Karush Kuhn Tucker yang

berbentuk:
Of | 0A4(@)
" {a_xl_zjﬂ& o1 } —oome =l
of m  04;(@)] _
x; [&Ej ijl i or, |~ 0+ x5, =0
dan

)\j[bj — AJ(Z')] =0« )\jS; =0.

Sehingga, terlihat bahwa setiap pasang (w1, s1), ..., (z;, ;) dan (), s%) me-
rupakan variabel komplementer karena hanya satu dari dua variabel tersebut
yang dapat bernilai nol. Kendala komplementer tersebut digabung dan akan

menjadi satu kendala, yakni:

r181 + ... + T;S; + )\jS; =0
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Selanjutnya, tambahkan variabel buatan (z;) untuk setiap kondisi Karush
Kuhn Tucker yang tidak memiliki variabel basis. Lalu buat fungsi tujuan baru

yang linear yakni dengan meminimalkan jumlah nilai variabel buatan (z;).
Minimum W = w; +wy + ... + w,

Terakhir, lakukan proses iterasi simpleks dengan menggunakan ketentuan

simpleks metode Wolfe hingga diperoleh hasil yang optimal.

4.2 Pembentukan Model Portofolio Optimal

Model portofolio saham dapat dibentuk dengan menggunakan teori porto-
folio Harry M. Markowitz. Dalam teori tersebut akan dibutuhkan harga penutup-
an saham pada kurun periode tertentu agar dapat dicari nilai expected return
dan nilai varians (sebagai nilai risiko). Selanjutnya nilai-nilai tersebut akan

dibentuk kedalam model nonlinear (pemrograman kuadratik).

4.2.1 Deskripsi Data

Data atau objek penelitian pada studi kasus ini adalah data harga penutup-
an saham mingguan pada saham-saham yang tergabung dalam indeks INFO-
BANK15 (lampiran I). Data harga penutupan saham mingguan yang akan
dipakai dimulai dari periode 1 Januari 2019 sampai dengan 31 Desember 2019
yang diambil dari situs https://finance.yahoo.com (dapat dilihat pada lam-
piran II). Indeks ini dipilih karena bidang perbankan merupakan salah satu
bidang yang potensial dan sering dipilih oleh investor sebagai tempat mena-
namkan modal serta memiliki faktor fundamental yang baik dengan likuiditas
perdagangan yang tinggi dan stabil. Bidang perbankan juga merupakan salah
satu bidang penting yang sangat berpengaruh dalam perekonomian negara dan

mudah untuk ditransaksikan.
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4.2.2 Return, FExpected Return dan Risiko

Dari data pada lampiran II akan dihitung nilai Return, Fxzpected Return,

dan varians (sebagai nilai risiko).

Return dan Ezxpected Return

Tabel data penutupan harga saham yang ada pada lampiran II selanjutkan
akan digunakan untuk mencari nilai return dan expected return. Untuk men-
dapatkan nilai return saham, maka akan digunakan persamaan (2.1), sedangk-
an untuk mencari nilai expected return saham dapat menggunakan persamaan
(2.2). Lebih lanjut, data return dan expected return saham akan tertera secara
lengkap pada lampiran III.

Pada perhitungan selanjutnya akan menggunakan metode manual, ma-
ka dari itu, hanya akan diambil 2 sample saham yang memiliki nilai ezpe-
cted return tertinggi, yakni saham Bank Pan Indonesia (PNBN) dengan ni-
lai F(RpypNn) = 0,00602 dan Bank Central Asia Tbk (BBCA) dengan nilai

E(Rppca) = 0,004992 yang selanjutnya akan ditentukan nilai proporsinya.

Risiko

Menurut Harry M. Markowitz, nilai varians dari suatu saham dapat me-
representasikan atau menunjukkan nilai risikonya. Maka dari itu, perhitungan
nilai risiko dapat dilakukan dengan menggunakan persamaan (2.6). Sehingga,
nilai risiko dari setiap bank (0?) dapat dicari dengan membagi nilai total hasil
pengurangan antara return pada periode ke-t dengan expected return terhadap
banyaknya data yang diambil pada periode tersebut.

Sehingga, nilai risiko bank PNBN untuk periode data yang diambil ming-

guan selama satu tahun, yakni 53 minggu adalah sebagai berikut:
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2 2 (Reewewy, — E(Rprsw)))?
OPNBN — 531
. (R(PNBN)l - E(R(pNBN))2 + ...+ (R(PNBN)53 — E(R(PNBN)))2
N 52
(0 0.006002) + ... + (0 — 0.006002)?
B 52
~ 0,00285

dengan R(pypn), merupakan nilai refurn mingguan saham bank PNBN
yang pada minggu pertama nilainya adalah 0. Lalu selanjutnya dikurangi
dengan nilai E(RpnpnNy) expected returnnya. Selanjutnya nilai hasil pengu-
rangan tersebut dikuadratkan dan dibagi dengan banyaknya jumlah data (ming-
gu) dikurangi satu (n-1). Maka, didapatkan nilai risiko untuk saham bank
PNBN ialah sebesar 0,00285.

Sedangkan untuk nilai risiko bank BBCA:

5 S (Rspeay, — E(Rspoa)))?
9BBCcA = 53— 1
_ (RBcay, — E(RBBCA)))? + ...+ (Rzpcays — E(Rpcay))?
52
(0=0,004992)% + .. + (0 — 0,004992)?
B 52
~ 0,000356

dengan R(ppca), merupakan nilai return mingguan saham bank PNBN
yang pada minggu pertama nilainya adalah 0. Lalu selanjutnya dikurangi
dengan nilai E(Rppca)) expected returnnya. Selanjutnya nilai hasil pengu-
rangan tersebut dikuadratkan dan dibagi dengan banyaknya jumlah data (ming-
gu) dikurangi satu (n-1). Maka, didapatkan nilai risiko untuk saham bank
PNBN ialah sebesar 0,000356.

Sedangkan untuk mendapatkan nilai kovarian dari bank PNBN dan bank
BBCA, maka dapat menggunakan persamaan (2.7) dimana nilai kovarian me-

rupakan hasil pembagian antara total pengurangan return pada periode ke-t
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dengan expected return terhadap banyaknya data yang diambil pada periode

tersebut. Sehingga didapatkan hasil:

Cov(RpnpN, RBca) = OpNBNBBCA
_ Z?il[RPNBNi — E(Rpnen)|-[ReBca;, — E(Rppea))
53 —1
~ 0,000193

Sehingga, didapatkan nilai resiko dari saham bank PNBN ialah sebesar
0,00285 dan nilai resiko untuk saham bank BCA ialah 0,000356 dengan nilai
kovarian antara saham bank PNBN dan BCA ialah sebesar 0,000193 dimana
hal tersebut menyatakan bahwa kedua saham bergerak secara positif secara

bersamaan.

4.2.3 Pembentukan Model Khusus pada Contoh Kasus

Pada pembentukan portofolio ini, diilustrasikan seorang investor memiliki
sejumlah dana dan akan diinvestasikan pada kedua saham perbankan nasional
yakni pada Bank Pan Indonesia (PNBN) dan Bank Central Asia Thk (BBCA)
dengan asumsi tidak ada broker, biaya transaksi dan pajak diabaikan. Pada
kasus ini investor yang akan berinvestasi merupakan seorang pemula dalam
hal investasi saham sehingga sangat memperhatikan dan mempertimbangkan
nilai risik0, maka dari itu akan diasumsikan nilai o = 1.

Untuk membentuk fungsi kendala dan fungsi tujuan, maka diperlukan va-
riabel keputusan x*. Maka dari itu, dinyatakan bahwa variabel z; adalah
besarnya proporsi saham yang akan diinvestasikan pada Bank Pan Indonesia
(PNBN), sedangkan variabel xs akan menyatakan besarnya proporsi saham
yang akan diinvestasikan pada Bank Central Asia Thk (BBCA). Pembentuk-

an fungsi tujuan dan fungsi kendala akan mengacu pada teori Frederick S.
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(2001), sehingga terbentuk persamaan:

fx) = E(R,)—ao;
= Do wB(R)] — al}in Y5 mioy + 23iwi04,
untuk i # j.

Subtitusikan seluruh nilai yang telah didapat sebelumnya, maka akan di-

peroleh sebuah bentuk fungsi tujuan sebagai berikut:
f(z) = [E(Rpnpn)T1+ E(Rppca)ts] — l0hnpnTT + 0hpcals + OPNEN,BBCAT1L:)]

= [0.006002z; + 0,004992z5] — [0,002852% + 0, 0035622 + (2)(0,000193)x; 2]
dan fungsi kendala dapat ditulis sebagai berikut:

T +x2 <1

x1,22 >0

Selanjutnya, setelah mendapatkan model fungsi tujuan

f(x) = —0,00285x% — 0,00356x3 — 0,0003862; 25 + 0,006002z1 + 0,004992x,

dan fungsi kendala:

T +x2 <1

xy, w0 > 0.

maka akan diidentifikasi kedalam bentuk umum permasalahan pemrogram-
an kuadratik.
Sesuai dengan persamaan 2.15, maka akan dibentuk vektor ¢ yang meru-

pakan koefisien dari z, sehingga :

0, 006002 .
c= atau ¢ = | 0,006002 0,004992
0, 004992

dan vektor x sebagai matriks kolom dari variabel-variabel keputusan :
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€

X2

Matriks () adalah matriks yang terdiri dari turunan kedua z; dan z-

0
of = —0,0057z; — 0,000386x2 + 0,006002 = 0

ag’l
of
—5 = —0,0057
Ox? ’
of
Fre —0,00071225 — 0,000386z1 4+ 0,004992 = 0
2
82
0T _ _0,000712
O0x;
o0 f
= —0, 000386
8$1l‘2
0 f
= —0, 000386
8$2£L’1

Maka matriks () dapat ditulis

0 —0,0057 —0, 000386
—0,000386 —0,000712

Selanjutnya akan dicari sifat definit matriks Q dengan menggunakan

Sehingga, bentuk umum dari permasalahan pemrograman kuadratik :
f(z) =c'z+ 32"Qu + d

dapat ditulis menjadi :

Z1
flz) = {0,00602 0,004992] +
X2
1 —0,0057 —0, 000386 T
5 { €T1 T2 }
—0,000386 —0, 000712 To

Dengan kendalanya yaitu

gi(r) =1 + 23 <1
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1,22 >0

Selanjutnya akan dibentuk matriks Hessian terbatas untuk menentukan

permasalahan yang dibentuk oleh model. Sehingga bentuk fungsi Lagrange

nya adalah :

L

= —0,00285x% — 0,000356x3 — 0,000386x,25 + 0,006002z1 + 0, 0049922
—>\1<l’1 + To — 1)

Maka, akan didapat:

oL _ _
8)\1—1314—%2 1

gL = —0,0057x; — 0,000386x2 + 0,006002 — A\; =0
T1

E —0,000712z9 — 0,0003862; + 0,004992 — A\; =0
)

%f = —0,0057
1
%4 = —0,000712

Ox2
*f . 9%f
dx1xo  Oxoxi 0,000386

dan dari kendala, akan didapat:

99 _
axl_l
99 __
812_1

Sehingga, bentuk matriks Hessian terbatasnya adalah
0 1 1
|H=|1 —0,0057 —0,000386 | = 0,00499264 > 0

1 —0,000386 —0,000712

Jadi karena matriks |H| > 0 maka pada optimasi produksi ini merupakan

suatu permasalahan memaksimumkan .

Karena pada masalah ini adalah memaksimumkan selanjutnya, akan dilihat

apakah Persamaan (4.10) dan Persamaan (4.11) adalah fungsi konveks atau

konkaf.
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Berdasarkan syarat Karush Kuhn Tucker dalam masalah memaksimalkan,
fungsi tujuan yang akan dimaksimalkan haruslah konkaf dan fungsi kendalanya
konveks. Maka akan dibuktikan dengan melihat turunan parsialnya. Berikut

merupakan turunan parsial kedua dari fungsi tujuan

92
@) _ o 0057 < 0
Oxy
92
@) _ o 000712 < 0
Oxs
» 0*f(x) . .
Karena f”(x) = < 0 maka berdasarkan Teorema uji konveksitas

ox

fungsi, fungsi tujuan merupakan fungsi konkaf. Selanjutnya akan dibuktikan
bahwa fungsi kendala merupakan fungsi konveks, yaitu dilihat dari turunannya.

Diperoleh turunan pertama dari fungsi kendala ialah sebagai berikut

dg1()

or, 1>0
Jga(7)

0 =1>0

Maka berdasarkan Teorema uji konveksitas fungsi, fungsi kendala meru-
pakan fungsi konveks. Dikarenakan fungsi tujuan adalah konkaf dan fungsi
kendala konveks maka digunakan syarat Karush Kuhn Tucker sebagai sya-
rat perlu dan syarat cukup untuk mencapai nilai optimal. Oleh karena itu
permasalahan pemrograman kuadratik Quadratic Programming ini dapat di-

selesaikan dengan menggunakan metode Wolfe.
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4.3 Penyelesaiaan Model dengan Quadratic Pro-
gramming Metode Wolfe

Setelah menentukan model maatematika fungsi tujuan dan fungsi kendala
untuk permasalahan memaksimumkan, maka pada bagian ini permasalahan

tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan metode Wolfe.

4.3.1 Penyelesian Model dengan Menggunakan Quad-

ratic Programming

Memaksimalkan :

f(x) = —0,00285z7 — 0,00356x3 — 0,000386x1 74 + 0.0060022; + 0.004992x5

dan fungsi kendala:

T +x2 <1

xy, w9 > 0.

Selanjutnya model di atas akan dibentuk dan disesuaikan dengan kondisi
Karush Kuhn Tucker yang merupakan syarat dari metode Wolfe. Sehingga

didapatkan hasil sebagai berikut:

R DR VL o R (i=1.2,...n)
SL — —0,0057z; — 0,000386> + 0, 006002
z1
SL = —0,000712z; — 0,00038621 + 0, 004992
ML= 1= N
z1
Mgt =M1=X)
untuk i = 1, —0,0057z; — 0,00038625 + 0,00602 — A\; 4+ s, = 0

untuk i = 2, —0,000712x9 — 0,00038621 + 0,004992 — A\; + 59 =0
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2. A\jlbj —gi(x)] =0 (1=1,2,...,m)
)\1[1 — (l’l + [Eg)] = O

0f () m  99;(7) .
3. ; a—xi_zjzl )‘j ajxl =0 (Z: 1,2,...,71)

untuk i = 1, x1[—0,0057z1 — 0,00038622 + 0,006002 — A\;] =0

untuk i =2,  @5[—0,000712z5 — 0,0003862; + 0,004992 — \;] = 0

4020 (j=1,2,..,m)
A >0

5. 5 >0 (i=1,2,...n)
51,82 > 0

Setelah diidentifikasi, maka didapatkan kondisi sebagai berikut :

—0,0057z, — 0,00038625 + 0,006002 — \; + s, = 0
—0,00071225 — 0,0003862; + 0,004992 — A\ + 52 = 0

T+ <1

Mengidentifikasi complementary slackness

Dari kondisi Karush Kuhn Tucker yang telah dibentuk, dapat dilihat com-
plementary slacknessnya berdasarkan Teorema (2.5.1) pada sub bab Quadratic
Programming dan aturan complementary slackness metode wolfe.

Berdasarkan kondisi ke-1 ke-3 Karush Kuhn Tucker yang dibentuk, yaitu :

—0,0057z1 — 0,000386x2 + 0,006002 — Ay 4+ 57 =0

x1[—0, 005721 — 0,00038622 + 0,006002 — A\;] =0

dan
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—0,000712x9 — 0,000386x; + 0,004992 — A\; + 59 =0

x9[—0,000712z5 — 0,0003862; + 0,004992 — )| =0
kondisi complementary slackness nya adalah
s1x1 =10
Soxg =0
Berdasarkan kondisi ke 2 Karush Kuhn Tucker, yaitu :
Ml —(z14+22)] =0
Tt a+s; =1
maka kondisi complementary slackness nya adalah

/\18,1 =0

Membuat fungsi tujuan baru linear

Sebelum membuat fungsi tujuan baru (linear), maka terlebih dahulu akan
ditambahkan variabel buatan (artificial variable) z; untuk setiap kondisi Ka-
rush Kuhn Tucker yang tidak memiliki variabel basis.

Persamaan yang tidak memiliki variabel basis dan harus ditambahkan va-

riabel buatan w; akan menjadi:

0,0057x1 4+ 0,000386x2 — 0,006002 + Ay — s1 +wy =0
0,000712x5 + 0,00038621 — 0,004992 + Ay — s9 + wo =0
Sehingga dapat dibentuk fungsi linear yang baru, yakni :

Meminimumkan

W = W1 + Wa (41)

dengan kendala
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0,0057x; + 0,00038622 + A1 — s1 + w; = 0,006002
0,000712x9 + 0,000386x1 + A1 — s9 + wo = 0,004992

$1+$2+8/1:1

dan semua variabel non negatif.
Sesuai dengan sifat dan tujuan dari metode Wolfe yaitu dengan memini-
mumkan variabel buatan, maka selanjutnya dapat dilakukan iterasi simpleks

sesuai Metode Wolfe.

4.3.2 Proses Iterasi Simpleks Metode Wolfe

Pada sub bab ini akan dilakukan proses iterasi simpleks metode Wolfe
dengan menggunakan fungsi tujuan linear dan fungsi kendala baru yang telah
didapat dari sub bab sebelumnya. Sehingga fungsi tujuan dan fungsi kenda-
la baru yang telah didapat sebelumnya bisa dibentuk dalam tabel simpleks

sebagai berikut :

Tabel 4.1: Tabel Wolfe awal

¢ 0 0 0] 070 1 1 0
c; -U};’trf T Ta A1 | 81| 82 | wy | wa | 8] b,
1 w; 0,0057 | 0,000386 | 1 | -11] 0 1 0 | 0| 0,006002
1 ws 0,000386 | 0D,000712 | 1 | O |-1| O 1 0 | 0,004992
0 s 1 1 olololo]o]1 1
% 0,006086 | 0,001098 | 2 | -1 |-1| 1 1 0
2 — ¢ | 0,006086 | 0,001098 | 2 | -1 |-1| O 010
Wy 1,006086 | 1,001098 | 2 | -1 | -1 ] 1 1 1

Nilai z; merupakan jumlah hasil kali perkalian antara tiap kolom dengan
nilai ¢; yang terletak pada baris yang sama. Nilai z; — ¢; merupakan nilai hasil
pengurangan baris z; dengan ¢;. Sedangkan nilai ¢); akan menjadi penentu
nilai kolom kunci (dengan syarat variabel slack tidak dapat terpilih menjadi

variabel basis) karena merupakan jumlah nilai tiap kolom.
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Pada tabel ini kolom A; akan menjadi kolom kunci dan selanjutnya akan
dicari baris kunci dengan cara mencari nilai ratio (nilai kolom b; dibagi oleh
nilai kolom kunci tiap baris) dari masing-masing baris. Sehingga didapat tabel

berikutnya ialah:

Tabel 4.2: Tabel Wolfe awal dengan variabel basis

C; 0 0 ojlofjo]1]1]0
c; L-‘;-';.f Vi T T A | S| so|wy | wy | s b; rj
1 wi 0,0057 | 000038 | 1 |-1] 0] 1| 0 | 0] 0,006002 | 0,006002
1 w; 0,000386 | 0,000712 | 1 | O [ -1 O | 1 | O | 0,004992 | 0,004992
0 sy 1 1 0jojo0|0O]0]1 1

2 0,006086 | 0,001098 | 2 |-1|-1| 1 | 1 | O

2 — ¢ | 0,006086 | 0,001098 | 2 | -1|-1[ 0] 0 |0
Wi 1,006086 | 1,001098 | 2 [-1{-1| 1 | 1 |1

Setelah kolom A; terpilih menjadi kolom kunci, selanjutnya baris wj akan
menjadi baris kunci karena memiliki nilai ratio positif terkecil. Sehingga meng-
akibatkan nilai yang ada pada perpotongan antara A\; dan wj akan menjadi
variabel basis. Selanjutnya akan dilakukan iterasi, sehingga didapatkan tabel

sebagai berikut :

Tabel 4.3: Tabel Wolfe hasil iterasi pertama

¢ 0 0 oJoJoJ 1] 17O
c; | v/ Ty Ta Ay | S1 | 8o | wy | wy | S b;
1 wi [0,005314 [ -0,000326 | 0 |[-1 | 1| 1 | -1 ] 0 | 0,00101
0 A1 0,000386 | 0,000712 | 1 | 0 |[-1| 0 [ 1 [ 0 [0,004992
0 sy 1 1 oloJolo]o]|1 1
2; 0,005314 [ -0,000326 | 0 [-1 [ 1| 1 [-1]0
2 —c; | 0,005314 | -0,000326 | O [-1[ 1 [ O |[-2]0
U, 1,0057 [ 1,000386 | 1 [-1[ 0] 1[0 |1

Kolom z; akan menjadi kolom kunci karena memiliki nilai psi; terbesar.

Selanjutnya akan ditentukan baris kunci dengan mencari nilai ratio tiap baris.
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Sehingga didapatkan tabel sebagai berikut:

Tabel 4.4: Tabel Wolfe hasil iterasi pertama dengan variabel basis

ci 0 0 01001 110
;i L‘}';’ Vi 1 Ty Ai | 81| s2 | wy | wa | 8] b; T
1 w; 0,005314 | -0,000326 | 0 |-1 | 1| 1 |-1| 0 | 0,00101 0,19
0 M 0,000386 | 0,000712 | 1 | O |-1| O | 1 | 0 |0,004992 | 12,932
0] s} 1 1 ojloJo]olol]1 1 1
2 0,005314 |-0000326 | O |[-1| 1| 1 |-1]0
2z —c | 0005314 |[-0,000326 | 0 [-1| 1] 0 |-2]0
m 1,0057 100038 | 1 (-1|0| 1|0 |1

Setelah kolom z; terpilih menjadi kolom kunci, selanjutnya baris wj akan
menjadi baris kunci karena memiliki nilai ratio positif terkecil. Sehingga meng-
akibatkan nilai yang ada pada perpotongan antara x; dan wj akan menjadi
variabel basis. Selanjutnya akan dilakukan iterasi, sehingga didapatkan tabel

sebagai berikut :

Tabel 4.5: Tabel Wolfe hasil iterasi kedua

c; 0 0 0 0 0 1 1 0
c; L‘J‘T'-',.f vi | T To M $1 So w1y Wy 8 b;
0 T 1 -0,06 0 | -188,1 188,1 188,1 | -188,1 | 0 0,19
0 M 0 | 0,000735 | 1 | 0.0726 | -1.0726 | -0.0726 | 1.0726 | 0 | 0.00491
0 st 0 1,06 0 | 188.1 | -188.1 | -188.1 | 188.1 | 1 | 0,809
2 0 0 0 0 0 0 0 0
zi—c | 0 0 0 0 0 -1 -1 0
Uy 1 ] 1,000735 | 1 |-0.0726 | 1.0726 | -0.0726 | 1.0726 | 1

Walaupun z; — ¢; < 0, tetapi nilai x5 belum mencapai hasil optimal, maka
proses iterasi masih akan dilakukan dengan kolom x5 terpilih menjadi kolom
kunci karena memiliki nilai psi; terbesar. Selanjutnya akan ditentukan baris
kunci dengan mencari nilai ratio tiap baris. Sehingga didapatkan tabel sebagai

berikut:
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Tabel 4.6: Tabel Wolfe hasil iterasi kedua dengan variabel basis

c; 0 0 0 0 0 1 1 0
cj L‘}';’Lﬁi T4 To M 81 89 Wy W s} b; T
0 T 1 -0,06 0 | -188,1 | 188.1 188,1 | -188,1 | 0 0,19 | -3,16
0 M 0 |0,000735 | 1 | 0.0726 | -1.0726 | -0.0726 | 1.0726 | 0 | 0.00491 | 6,68
0 s;F 0 1,06 0 | 188.1 | -188.1 | -188.1 | 188.1 | 1 | 0,809 | 0,764
2i 0 0 0 0 0 0 0 0
zi—ci| 0 0 0 0 0 -1 -1 0
W; 1 ]1,000735 | 1 | 0.0726 | -1.0726 | -0.0726 | 1.0726 | 1

Setelah kolom x5 terpilih menjadi kolom kunci, selanjutnya baris 3/1* akan
menjadi baris kunci karena memiliki nilai ratio positif terkecil. Sehingga meng-
akibatkan nilai yang ada pada perpotongan antara z, dan s akan menjadi
variabel basis. Selanjutnya akan dilakukan iterasi, sehingga didapatkan tabel

sebagai berikut :

Tabel 4.7: Tabel Wolfe hasil iterasi ketiga

¢ 0(01]0 0 0 1 1 0
¢ | v Joi |z |2 | N 81 $9 wy Wy s b;
0| x L]0 |0 [-17745 | 198.747 | 177.45 | -198.747 | 0.0566 | 0.2357
0 A 01017 086 | -1.203 | 0.856 -1.203 | -0,000694 | 0.00434
0| o 011017745 | -17745 | -17745 | 17745 0,943 0,764
2; 0101]0 0 0 0 0 0
zi—c | 0100 0 0 -1 -1 0

Setelah dilakukan iterasi ketiga, maka didapatkan tabel di atas memenuhi
kondisi z; — ¢; < 0 dan memiliki nilai ;1 dan x5 optimal, yakni: z; = 0,2357
dan zo = 0,764.

Setelah mendapatkan nilai xy dan x5 yang optimal, maka selanjutnya nilai

tersebut akan disubtitusikan kedalam fungsi tujuan awal, yakni :

f(x) = —0,00285x% — 0,00356x3 — 0,000386z; 75 + 0,006002z1 + 0,004992x,



64

maka, diperoleh:
f(x) = —0,00285(0,2357%) — 0,00356(0, 764%) — 0,000386(0, 2357)(0, 764)
+0,006002(0, 2357) + 0,004992(0, 764)
= 0.52055

Sehingga, dari hasil analisis di atas didapatkan bahwa nilai proporsi op-
timal untuk saham Bank Pan Indonesia (PNBN) adalah sebesar 23,57% dan
nilai proporsi optimal untuk Bank Central Asia Thk (BBCA) adalah sebe-
sar 76,4%. Hal tersebut menyatakan bahwa Bank Central Asia Thk (BBCA)
memiliki porsi lebih besar dan lebih potensial untuk memberikan keuntung-
an bagi investor. Selanjutnya, dari hasil analisis juga didapatkan bahwa nilai
ekspektasi pengembalian untuk investasi selama satu tahun bagi investor ialah

sebesar 52%.



BAB V

PENUTUP

Setelah dilakukan proses analisis pada bab IV, selanjutnya diperoleh ke-

simpulan sebagai berikut:

5.1 Kesimpulan

Proses analisis yang dilakukan untuk menentukan nilai proporsi portofolio
optimal pada Quadratic Programming dengan menggunakan metode Wolfe,

menghasilkan kesimpulan:

1. Model pemrograman kuadratik dapat diselesaikan menggunakan metode
Wolfe dengan tahapan sebagai berikut :
e Membentuk fungsi Lagrange
e Mencari turunan parsial pertama dan kedua untuk setiap variabel
e Membentuk model KKT
e Mengidentifikasi complementary slackness.
e Menambahkan artificial variable (w;)

e Melakukan pembentukan fungsi tujuan baru (linear) dengan meng-

gunakan metode Wolfe

e Menentukan nilai optimal dengan melakukan iterasi tabel simpleks

sesuai dengan aturan metode Wolfe.
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2. Bentuk model matematika portofolio saham optimal yang dipakai meru-
pakan bentuk dari Frederick S. dengan memakai 2 sampel saham, yakni
Bank Pan Indonesia (PNBN) dan Bank Central Asia Thk (BBCA) un-
tuk periode 1 Januari 2019 sampai dengan 31 Desember 2019 dimana
nilai proporsi sahamnya ditunjukkan dengan variabel x; dan x5. Nilai
return, expected return dan risiko dari kedua bank tersebut dicari meng-
gunakan teori portofolio Markowitz melalui data penutupan harga saham
mingguan (pada lampiran II). Sehingga diperoleh model optimal sebagai
berikut:

f(z) = —0,00285x7 — 0,0035622 — 0, 000386175 + 0,006002x,
+0, 0049924

dengan kendala:

r1t+wy <1

x1,2T2 > 0.

3. Proses analisis metode Wolfe dengan bentuk model diatas menghasilk-
an nilai proporsi optimal untuk Bank Pan Indonesia (PNBN) sebesar
23,57% dan nilai proporsi optimal untuk Bank Central Asia Thk (BBCA)
sebesar 76,4%. Hal tersebut menunjukkan bahwa nilai proporsi saham
Bank Central Asia Thk (BBCA) lebih besar dan lebih akan memberikan
keuntungan bagi investor. Selanjutnya apabila nilai proporsi tersebut
dimasukkan ke dalam fungsi tujuan, maka didapatkan nilai ekspektasi

pengembalian untuk periode investasi selama satu tahun sebesar 52%.
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5.2 Saran

Penelitian yang berkenaan dengan pembentukan portofolio saham selan-
jutnya dapat menggunakan jenis pendekatan lain, seperti pendekatan Mult
objektif atau Separable programming. Adapun permasalahan pembentukan
portofolio saham juga dapat lebih dilengkapi lebih lanjut dengan menambahk-

an teori mengenai fungsi utilitas.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Lampiran I

Daftar saham yang tergabung dalam indeks INFOBANK15:
1. Bank Rakyat Indonesia Agroniag Thk (AGRO)
2. Bank Central Asia Thk (BBCA)
3. Bank Negara Indonesia (Persero) (BBNI)
4. Bank Rakyat Indonesia (Persero) (BBRI)
5. Bank Tabungan Negara (Persero) (BBTN)
6. Bank Danamon Indonesia (BDMN)
7. Bank Pembangunan Daerah Jawa Barat dan Banten (BBCA)
8. Bank Pembangunan Daerah Jawa Timur (BJTM)
9. Bank Mandiri (Persero) (BMRI)
10. Bank CIMB Niaga (PNBN)
11. Bank Sinarmas Tbk Finance (BSIM)
12. Bank Tabungan Pensiunan Nasional (BTPN)
13. Bank China Construction Bank Indonesia (BBCA)
14. Bank OCBC NISP (NISP)

15. Bank Pan Indonesia (PNBN)
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Lampiran 11

Tabel 5.1: Tabel data harga penutupan saham-saham yang tergabung dalam
indeks INFOBANK15 periode 1 Januari 2019 sampai 31 Desember 2019

Tanggal AGRO BBCA BBNI BMRI BBRI BBTN BDMN BIBR BITM BNGA BSIM BTPN MCOR NISP PNEN
01/01/2019 318 25905 8667 7192 3534 2583 8001 1981 657 1086 550 3530 145 885 1045
08/01/2019 320 25683 8667 7458 3659 2680 8124 2009 662 1071 545 3650 159 900 1215
15/01/2019 341 27387 9009 7555 3669 2710 8222 2067 671 1110 550 3680 160 915 1260
22/01/2019 328 27140 8887 6350 3650 2592 8385 2143 685 1101 540 3730 169 900 1325
29/01/2019 335 27164 8911 7119 3766 2700 8985 2105 685 1125 570 3790 167 935 1435
05/02/2019 351 27140 8838 7386 3737 2592 5010 2038 699 1208 530 3880 166 920 1360
12/02/2019 335 27066 8764 7047 3708 2504 9035 1952 671 1237 560 3700 162 830 1565
19/02/2019 343 27115 8594 7022 3824 2475 9010 2009 666 1208 590 3700 164 900 1595
26/02/2019 333 27337 8740 6877 3746 2338 7681 1343 648 1183 590 3610 163 915 1525
05/03/2019 329 27189 8471 6635 3727 2221 7434 1905 615 1130 580 3660 160 900 1495
12/03/2019 324 27411 9131 6877 3862 2358 7705 1943 606 1091 555 3630 160 900 1460
19/03/2019 324 26942 8984 6950 3872 2358 8789 1504 601 1076 555 3690 155 830 1410
26/03/2019 316 27164 9228 7265 4007 2328 9256 1924 606 1047 560 3610 155 905 1370
02/04/2019 314 27066 9253 7265 4104 2279 95404 1922 624 1066 540 3620 153 895 1325
09/04/2019 326 27189 9424 7119 4200 2387 9800 1962 629 1032 555 3670 152 900 1250
16/04/2019 326 27782 9448 7507 4287 2543 8475 1924 629 1042 560 3660 152 885 1300
23/04/2019 322 28078 9399 7531 4191 2475 8375 13905 638 1027 575 3730 151 895 1305
30/04/2019 318 28011 8667 7289 4084 2328 2300 1809 624 1035 263 3680 148 830 1260
07/05/2019 294 27961 8301 7289 3959 2260 5025 1667 568 1050 560 3670 143 875 1230
14/05/2019 266 26815 8227 6998 3621 2279 4820 1575 610 995 565 3550 121 835 1170
21/05/2019 278 28335 8496 7483 3785 2406 4800 1760 630 980 565 3630 149 830 1180
28/05/2019 282 29008 8400 7675 4100 2416 4630 1595 620 935 560 3670 152 835 1250
04/06/2019 286 29307 8675 7850 4230 2580 4780 1625 625 970 555 3630 152 895 1245
11/06/2019 278 28883 8450 7800 4200 2580 4250 2650 615 1060 565 3600 149 865 1210
18/06/2019 292 29282 8875 7975 4310 2690 4710 2635 615 1125 590 3590 148 830 1220
25/06/2019 294 29855 9375 8000 4420 2520 4770 1695 640 1125 615 3600 144 830 1270
02/07/2019 302 29307 8975 7873 4400 2420 4620 1680 640 1070 620 3600 142 830 1300
09/07/2019 312 30428 9175 8150 4530 2470 4610 1660 645 1095 605 3540 143 835 1430
16/07/2019 294 31350 8850 7775 4500 2440 5075 1640 630 1140 605 3300 139 880 1375
23/07/2019 280 30852 8350 7800 4460 2390 5125 1600 630 1075 595 3310 138 875 1375
30/07/2019 268 29905 7925 7425 4270 2250 4730 1510 625 1040 640 3130 138 865 1370
06/08/2019 270 30104 7925 7400 4300 2300 5000 1520 620 1075 610 3180 132 875 1370
13/08/2019 252 29705 7875 7350 4180 2310 5175 1520 625 1080 605 3450 174 870 1430
20/08/2019 258 29855 7500 7050 4070 2150 5025 1520 635 1080 565 3380 145 875 1500
27/08/2019 254 29905 7625 7175 4220 2010 4730 1530 635 1025 600 3290 138 850 1350
03/09/2019 242 30079 7230 6375 4170 2080 4650 1590 635 995 610 3280 143 860 1380
10/09/2019 240 29930 7675 7000 4190 2150 4710 1635 650 1020 585 3300 142 845 1330
17/09/2019 236 30029 7575 7000 4120 2250 4620 1605 645 1005 575 3290 139 855 1340
24/09/2019 218 30254 7350 6375 4120 1960 4750 1570 635 1005 605 3250 134 845 1335
01/10/2019 206 30254 6675 6350 3900 1815 4580 1695 635 965 593 3120 134 845 1165
08/10/2019 206 30902 6925 6600 3920 1905 4560 1650 640 970 580 3190 130 845 1260
15/10/2019 218 31001 7375 6800 4120 1920 4600 1840 675 995 550 3130 150 845 1270
22/10/2019 224 30927 7775 7000 4230 1995 4420 1855 685 1005 555 3250 140 845 1275
29/10/2019 208 31276 7625 6875 4160 1810 4230 1870 685 930 575 3180 136 840 1325
05/11/2019 130 31375 7230 7050 4000 1865 4130 1560 710 960 353 3200 134 835 1300
12/11/2019 191 31276 7425 6375 4120 1920 3950 1595 705 645 545 3200 133 825 1205
19/11/2019 157 31276 7500 6975 4130 2080 3810 1555 6280 930 575 3140 135 815 1200
26/11/2019 145 32023 7550 7100 4210 2170 3760 1575 665 950 590 3160 129 865 1215
03/12/2019 168 31874 7573 7250 4180 2150 3790 1430 680 940 550 3240 130 845 1195
10/12/2019 171 31800 7700 7350 4330 2160 4240 1375 680 965 555 3160 131 845 1290
17/12/2019 206 33300 7925 7725 4450 2120 4120 1355 680 960 530 3300 131 855 1305
24/12/2019 198 33425 7850 7675 4400 2120 3950 1185 685 965 585 3250 129 845 1335
31/12/2019 198 33425 7850 7675 4400 2120 3950 1185 685 965 585 3250 129 845 1335
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Tabel 5.2: Tabel return dan expected return saham-saham yang tergabung
dalam indeks INFOBANK15 periode 1 Januari 2019 sampai 31 Desember

2019

Return AGRO BBCA BBNI BMRI BBRI BBTN BDMN BIBR BITM BNGA BSIM BTPN MCOR NISP PNBN
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0.006289 | -0.00857 0 0.036986 | 0.035371 | 0.037553 | 0.015373 | 0.014134 | 0.00761 | -0.01381 | -0.00909 | 0.033994 | 0.0965517 | 0.016949 | 0.162679
3 0.065625 | 0.066347 | 0.03946 | 0.013006 | 0.002733 | 0.011194 | 0.012063 | 0.02887 | 0.013595 | 0.036415 | 0.009174 | 0.008219 | 0.0062893 | 0.016667 | 0.037037
a -0.03812 |-0.009019| -0.01354 | -0.08008 | -0.00518 | -0.04354 | 0.0928 | 0.036768 | 0.020864 | -0.00811 | -0.01818 | 0.029891 | 0.05625 [ -0.01639 | 0.051587
5 0.021341 | 0.000884 | 0.002701 | 0.024317 | 0.031781 | 0.041667 0 -0.01773 0 0.021798 | 0.055556 0 -0.0118343 | 0.038889 | 0.083019
6 0.047761 | -0.000884| -0.00819 | 0.037505 | -0.0077 -0.04 | 0.002782 | -0.03183 [ 0.020438 | 0.073778 | -0.07018 | 0.023747 | -0.005988 | -0.01604 | -0.05226
7 -0.04558 | -0.002727| -0.00837 | -0.04539 | -0.00776 | -0.03395 | 0.002775 | -0.0422 | -0.04006 | 0.024007 | 0.056604 | -0.04639 | -0.0240964 | -0.03261 | 0.150735
8 0.023881 | 0.00181 | -0.0194 [ -0.00355 | 0.031284 | -0.01158 | -0.00277 | 0.029201 | -0.00745 | -0.02344 | 0.053571 0 0.0123457 | 0.011236 | 0.015169
9 -0.02915 | 0.008187 | 0.016989 | -0.02065 | -0.0204 | -0.05535 | -0.1475 | -0.03285 | -0.02703 | -0.0207 0 -0.02432 | -0.0060976 | 0.016667 | -0.04389
10 -0.01201 | -0.005414| -0.03078 | -0.03519 | -0.00507 | -0.05004 | -0.03216 | -0.01856 | -0.05093 | -0.0448 | -0.01695 | 0.01385 |-0.0184043 [ -0.01639 | -0.01967
11 -0.0152 | 0.008165 | 0.077913 | 0.035473 | 0.036222 | 0.061684 | 0.036454 | 0.019948 | -0.01463 | -0.03451 | -0.0431 | -0.0082 0 0 -0.02341
12 0 -0.01711 | -0.0161 | 0.010615 | 0.00258% 0 0.140688 | -0.02007 | -0.00825 | -0.01375 0 0.016529 | -0.03125 | -0.01111 | -0.03425
13 -0.02469 | 0.00824 | 0.027159 | 0.045324 | 0.034866 | -0.01272 | 0.053135 | 0.010504 | 0.008319 | -0.026585 | 0.005009 | -0.02168 0 0.016854 | -0.02837
14 -0.00633 | -0.003608| 0.002708 0 0.024208 | -0.02105 | 0.01593 | -0.00104 | 0.029703 [ 0.018147 | -0.03571 | 0.00277 |-0.0129032| -0.01105 | -0.03285
15 0.038217 | 0.004544 | 0.01843 | -0.0201 | 0.023392 | 0.047389 | 0.04211 | 0.020812 | 0.008013 | -0.03189 | 0.027778 | 0.013812 | -0.0065359 [ 0.005587 | -0.0566
16 0 0.02181 | 0.002547 | 0.054502 | 0.020714 | 0.065354 | -0.1352 | -0.01937 0 0.00969 | 0.003009 | -0.00272 0 -0.01667 0.04
17 -0.01227 | 0.010654 | -0.00519 | 0.003197 | -0.02233 | -0.02674 | 0.058397 | -0.00388 | 0.014308 | -0.0144 | 0.026736 | 0.019126 | -0.0065783 | 0.011299 | 0.003846
13 -0.01242 | -0.002386| -0.07788 | -0.03213 | -0.02553 | -0.05939 | -0.38719 | -0.05039 | -0.02134 | 0.00779 | -0.01733 | -0.0134 |-0.0198675 [ -0.00559 | -0.03448
13 -0.07547 |-0.001785| -0.04223 0 -0.03061 | -0.02521 | -0.08636 | -0.0785 | -0.08974 | 0.014493 | -0.00885 | -0.00272 | -0.0337838 | -0.01685 | -0.02381
20 -0.09524 | -0.040986| -0.00891 | -0.03992 | -0.08538 | 0.008407 | -0.0408 | -0.05519 | 0.073%44 | -0.05238 | 0.008929 | -0.0327 |-0.1538462 [ -0.04571 | -0.04878
21 0.045113 | 0.056685 | 0.032697 | 0.069306 | 0.045291 | 0.055726 | -0.00415 | 0.11746 | 0.032787 | -0.01508 0 0.022535 | 0.231405 | 0.065868 | 0.008547
22 0.014388 | 0.023752 | -0.0113 | 0.025658 | 0.083223 | 0.004156 | -0.03542 | -0.09375 | -0.01587 | -0.02551 | -0.00885 | 0.011019 | 0.0201342 | 0.005618 | 0.059322
23 0.014134 | 0.010308 | 0.032738 | 0.022801 | 0.031707 | 0.067881 | 0.032397 | 0.018809 | 0.008065 | 0.015707 | -0.00893 | -0.0109 0 0 -0.004
24 -0.02797 | -0.014468 | -0.02594 | -0.00637 | -0.00709 0 -0.11088 | 0.630763 | -0.016 | 0.092784 | 0.018018 | -0.00826 | -0.0197368 | -0.03352 | -0.02811
25 0.05036 | 0.013814 | 0.050296 | 0.022436 | 0.02619 | 0.042636 | 0.108235 | -0.00566 0 0.061321 | 0.044248 | -0.00278 | -0.0067114 [ 0.028902 | 0.008264
26 0.006849 | 0.019568 | 0.056338 | 0.003135 | 0.025522 | -0.0632 | 0.012739 | -0.35674 | 0.04065 0 0.042373 | 0.002786 | -0.027027 0 0.040984
27 0.027211 | -0.018355| -0.04267 | -0.01563 | -0.00452 | -0.03968 | -0.03145 | -0.00885 0 -0.04889 | 0.00813 0 -0.0138889 0 0.023622
28 0.033113 | 0.03825 | 0.022284 | 0.034921 | 0.029545 | 0.020661 | -0.00216 | -0.0119 | 0.007813 | 0.023364 | -0.02419 | -0.01667 | 0.0070423 | 0.005618 0.1
29 -0.05769 | 0.030301 | -0.03542 | -0.04601 | -0.00662 | -0.01215 | 0.100868 | -0.01205 | -0.02326 | 0.041096 0 -0.0678 | -0.027972 | -0.01676 | -0.03846
30 -0.04762 |-0.015885| -0.0565 | 0.003215 | -0.00883 | -0.02048 | 0.003852 | -0.02439 0 -0.05702 | -0.01653 | 0.00303 |-0.0071842| -0.00568 0
31 -0.04286 |-0.030695| -0.0508 | -0.04308 | -0.0426 | -0.05858 | -0.06537 | -0.05625 | -0.00794 | -0.03256 | 0.07563 | -0.03625 0 -0.01143 | -0.00364
32 0.007463 | 0.006654 0 -0.00337 | 0.007026 | 0.022222 | 0.043841 | 0.006623 [ -0.008 [ 0.033654 | -0.04688 | -0.00313 | -0.0434783 | 0.011561 0
33 -0.06667 |-0.013254| -0.00631 | -0.00676 | -0.02791 | 0.004348 | 0.035 0 0.008065 [ 0.004651 | -0.0082 | 0.084306 | 0.3181818 | -0.00571 | 0.043796
34 0.02381 | 0.00505 | -0.04762 [ -0.04082 | -0.02632 | -0.06926 | -0.0283% 0 0.016 0 -0.06612 | -0.02029 | -0.1666667 [ 0.005747 | 0.048951
35 -0.0155 | 0.001675 | 0.016667 | 0.01773 | 0.036855 | -0.06512 | -0.04677 | 0.006573 0 -0.05033 | 0.061947 [ -0.02663 | -0.0482753 | -0.02857 -0.1
36 -0.04724 | 0.005818 | -0.00984 | -0.02787 | -0.01185 | 0.034826 | -0.02923 | 0.039216 0 -0.02927 | 0.016667 | -0.00304 | 0.0362319 | 0.011765 | 0.022222
37 -0.00826 |-0.004554| 0.016556 | 0.003584 | 0.004796 | 0.033654 | 0.012303 | 0.028302 | 0.023622 | 0.025126 | -0.04098 | 0.006098 | -0.006993 | -0.01744 | -0.03623
33 -0.01667 | 0.003308 | -0.01303 0 -0.00239 | 0.046512 | -0.00637 | -0.01835 | -0.00769 | -0.01471 | -0.01703 | -0.00303 | -0.0211268 | 0.011834 | 0.007513
39 -0.07627 | 0.007493 | -0.0297 | -0.00357 | -0.01435 | -0.12389 | 0.014957 | -0.02181 | -0.0155 0 0.052174 | -0.01216 |-0.0359712| -0.0117 | -0.00373
a0 -0.05505 0 -0.09184 | -0.08961 | -0.0534 | -0.07398 | -0.03579 | 0.079618 0 -0.0398 | -0.01653 | -0.04 0 0 -0.12734
1 0 0.021419 | 0.037453 | 0.03937 | 0.005128 | 0.049587 | -0.00437 | -0.02655 | 0.007874 | 0.005181 | -0.02521 | 0.022436 | -0.0298507 0 0.081545
12 0.058252 | 0.003204 | 0.064982 | 0.030303 | 0.05102 | 0.007874 | 0.008772 | 0.115152 | 0.054688 | 0.025773 | -0.05172 | -0.01881 | 0.1538462 0 0.007937
43 0.027523 | -0.002387| 0.054237 | 0.029412 | 0.026699 | 0.039063 | -0.03913 | 0.008152 | 0.014815 | 0.01005 | 0.009091 | 0.038339 | -0.0666667 0 0.003937
44 -0.07143 | 0.011285 | -0.01929 | -0.01786 | -0.01655 | -0.05273 | -0.02941 | 0.008086 0 -0.01493 | 0.036036 | -0.02154 | -0.0285714 | -0.00592 | 0.035216
45 -0.08654 | 0.003165 | -0.00984 | 0.025455 | -0.03846 | 0.030387 | -0.0373 | -0.16578 | 0.036456 | -0.0303 | -0.03478 | 0.006289 | -0.0147059 [ -0.00595 | -0.01887
a6 0.005263 | -0.003155| -0.01656 | -0.01064 0.03 0.029491 | -0.04358 | 0.022436 | -0.00704 | -0.32813 | -0.01802 0 -0.0074627 | -0.01198 | -0.07308
47 -0.17801 0 0.010101 0 0.002427 | 0.083333 | -0.03544 | -0.02508 | -0.03546 | 0.44186 | 0.055046 | -0.01875 | 0.0150376 | -0.01212 | -0.00415
48 -0.07643 | 0.023884 | 0.006667 | 0.017521 | 0.01937 | 0.043269 | -0.01312 | 0.012862 | -0.02206 | 0.021505 | 0.026087 | 0.006369 | -0.0444444  0.06135 | 0.0125
43 0.158621 | -0.004653| 0.003311 | 0.021127 | -0.00713 | 0.009217 | 0.007979 | -0.05397 | 0.022556 | -0.01053 | -0.0678 | 0.025316 | 0.0077519 | -0.02312 | -0.01646
50 0.017857 |-0.002322| 0.016502 | 0.013793 | 0.035885 | -0.0137 [ 0.118734 | -0.07718 0 0.026596 | 0.009091 | -0.02465 | 0.00765923 0 0.079498
51 0.204678 | 0.04717 | 0.029221( 0.05102 | 0.027714 | -0.01852 | -0.0283 | -0.01455 0 -0.00518 | -0.04505 | 0.044304 0 0.011834 | 0.011628
52 -0.03833 | 0.003754 | -0.00946 | -0.00647 | -0.01124 0 -0.04126 | -0.12546 | 0.007353 | 0.005208 | 0.103774 | -0.01515 | -0.0152672 | -0.0117 | 0.022383
53 0 1] 1] 0 0 1] 0 1] 0 0 1] 0 0 0 0
TOTAL -0.38174 | 0.264584 | -0.06879 | 0.092551 | 0.242234 | -0.14179 | -0.52101 | -0.22261 | 0.058721 | 0.052435 | 0.098399 | -0.06665 | 0.0055618 | -0.03577 | 0.318105
E{Ri) -0.0072 | 0.004992 | -0.0013 | 0.001746 | 0.00457 | -0.00268 | -0.00983 | -0.0042 | 0.001108 | 0.000989 | 0.001857 | -0.00126 | 0.0001049 | -0.00067 | 0.006002
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