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Abstrak Dalam penelitian ini membahas bagaimana memampatkan citra digital dengan
metode dekomposisi nilai singular. Citra secara matematis adalah fungsi dari intensitas
cahaya, citra dibedakan menjadi citra kontinyu dan citra diskrit. Citra diskrit adalah citra
kontiyu yang telah melalui proses digitalisasi, dan lebih dikenal dengan citra digital. Citra
digital yang telah direpresentasikan sebagai matriks citra, selanjutkan akan dicari matriks
kovarian dari matriks citra. Nilai eigen dan vektor eigen dari matriks kovarian dapat
diperoleh dengan menggunakan Dekomposisi Nilai Singular (SVD) untuk kemudian di-
gunakan dalam Transformasi Karhunen-Loeve (KLT) guna mencari komponen-komponen
utama dari matriks citra. Pemampatan citra digital dengan metode ini dilakukan dengan
cara mereduksi dimensi dari komponen-komponen utama dari matriks citra.

Kata kunci : citra digital, pemampatan citra, vektor eigen, nilai eigen, SVD, KLT,
komponen utama.

1 Pendahuluan

Perkembangan teknologi yang sangat pesat terutama dalam teknologi multimedia
menyebabkan penyampaian informasi yang awalnya hanya berupa tulisan dan kata, kini
meluas dengan media gambar atau citra, video, dan juga suara. Citra atau gambar,
adalah salah satu bentuk informasi yang banyak tersedia di internet. Berkas citra tidak
hanya digunakan untuk informasi visual seperti foto atau lukisan, tetapi juga digunakan
sebagai landasan untuk tampilan antarmuka grafis di internet yang semakin lama semakin
canggih.

Tidak hanya dalam penyampaian informasi tetapi dengan berkembangnya tekno-
logi pun dapat melakukan pengolahan media, salah satunya pengolahan citra. Pengolahan
citra dapat dimanfaatkan dalam berbagai bidang, diantaranya dalam dunia kedokteran,
teknologi komunikasi, fotografi dan perfilman. Makin berkembangnya teknologi perang-
kat keras komputer memungkinkan ditampilkannya citra beresolusi tinggi dan bernuansa
jutaan warna. Citra-citra ini memiliki ukuran berkas citra yang terlalu besar.

Ukuran berkas citra yang terlalu besar menimbulkan masalah pada dua aspek,
yaitu pengiriman dan penyimpanan. Pada aspek pengiriman, ukuran citra yang terlalu
besar menimbulkan masalah pada waktu dan kecepatan pengiriman informasi digital. Su-
atu citra berkualitas tinggi akan sulit dikirim melalui internet jika tidak dimampatkan.
Pada aspek penyimpanan, ukuran citra yang terlalu besar menimbulkan masalah pada
kapasitas penyimpanan informasi berbentuk citra dalam media penyimpanan, seperti ha-
rddisk, floppydisk, compact disk, dan lainnya. Hal ini semakin mengisyaratkan perlunya
suatu metode pemampatan citra yang handal.

Suatu berkas citra atau gambar dapat direpresentasikan sebagai sebuah matriks,
sehingga dapat ditransformasikan dan dioperasikan seperti matriks pada umumnya. Tran-
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sformasi Karhunen-Loeve merupakan salah satu transformasi citra yang cukup sederhana
berdasarkan nilai eigen dari suatu matriks citra. Untuk memperkecil ukuran berkas sebuah
citra dapat digunakan metode pemampatan citra, Dekomposisi Nilai Singular merupakan
salah satu metode yang dapat digunakan dalam proses pemampatan citra dengan menggu-
nakan Transformasi Karhunen-Loeve sebagai transformasi citra untuk memperkecil ukuran
berkas citra.

2 Landasan Teori

1. Citra

Secara matematis, citra adalah fungsi 2 dimensi f(x, y) yang menyatakan in-
tensitas cahaya, di mana x dan y menyatakan titik koordinat dan nilai f pada titik
(x, y) adalah terangnya (brightness) citra pada titik tersebut. Secara umum citra
dapat dibedakan menjadi dua macam, yaitu citra kontinyu dan citra diskrit. Citra
yang dapat diolah oleh komputer, yaitu citra yang telah didiskretkan menjadi citra
digital.

Citra digital dapat dianggap sebagai suatu matriks di mana indeks baris dan
kolomnya melambangkan posisi suatu titik dalam citra, dan nilainya menyatakan
intensitas cahaya pada titik tersebut. Satu unit dalam matriks citra digital ini
disebut sebagai picture element atau pixel.

2. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Misalkan X matriks berukuran n × n dan e vektor tak nol berukuran n × 1.
Skalar dari matriks X yang dinotasikan oleh λ disebut nilai eigen apabila memenuhi
persamaan Xe = λe. Vektor e disebut vektor eigen.

Vektor eigen yang memenuhi persamaan Xe = λe dinamakan vektor eigen
yang bersesuaian dengan nilai eigen λ yang telah diperoleh. Nilai eigen diperoleh
dengan cara menyelesaikan persamaan

Xe = λe

Xe− λe = 0

(X− λI)e = 0 (1)

Persamaan (1) mempunyai solusi yang bukan merupakan vektor nol jika dan
hanya jika determinan X − λI sama dengan nol (|X − λI| = 0). Artinya untuk
memperoleh solusi tidak nol, harus dicari nilai eigen λ sedemikian sehingga |X−λI| =
0. Untuk menentukan vektor eigen yang bersesuaian dengan suatu nilai eigen, maka
nilai eigen yang telah diperoleh disubstitusi ke persamaan (1).

3. Matriks Kovariansi dan Matriks Korelasi

(a) Matriks Kovariansi

Andaikan X adalah matriks data berukuran m× n, sebagai berikut

X =


x11 x12 · · · x1n
x21 x22 · · · x2n

...
...

. . .
...

xm1 xm2 · · · xmn
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Selanjutnya, didefinisikan matriks µ adalah matriks berukuran m× n de-
ngan elemennya adalah matriks x̄ sebagai berikut

µ =
[

x̄ x̄ · · · x̄
]

=


x̄1 x̄1 · · · x̄1
x̄2 x̄2 · · · x̄2
...

...
. . .

...
x̄m x̄m · · · x̄m

 (2)

Kurangi matriks X dengan matriks µ yang menghasilkan matriks Q berukuran
m× n sebagai berikut.

Q = X− µ (3)

Matriks kovarian Σ dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan se-
bagai berikut

Σ =
1

n− 1
QQT

=
1

n− 1


x11 − x̄1 x12 − x̄1 · · · x1n − x̄1
x21 − x̄2 x22 − x̄2 · · · x2n − x̄2

...
...

. . .
...

xm1 − x̄m xm2 − x̄m · · · xmn − x̄m




x11 − x̄1 x12 − x̄1 · · · x1n − x̄1
x21 − x̄2 x22 − x̄2 · · · x2n − x̄2

...
...

. . .
...

xm1 − x̄m xm2 − x̄m · · · xmn − x̄m


T

=

 s11 s12 · · · sim
...

...
. . .

...
s1m s2m · · · smm

 (4)

dengan

sik =
1

n− 1

n∑
r=1

(xir − x̄i)(xkr − x̄k)

(b) Matriks Korelasi

Matriks korelasi adalah matriks yang setiap elemennya merupakan nilai
korelasi. Matriks korelasi umumnya dilambangkan dengan ρ, dapat diperoleh
dengan cara menghitung matriks baku yang isinya adalah simpangan baku.
Dengan asumsi, jika i 6= k dihasilkan cov(i, k) = 0, sehingga simpangan baku
dapat ditulis ke dalam bentuk matriks baku sebagai berikut:

A =


√
s11 0 · · · 0
0

√
s22 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · √smm


Matriks korelasi ρ dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan se-

bagai berikut

ρ = A−1ΣA−1

=

 1 r12 · · · r1m
...

...
. . .

...
r1m r2m · · · 1
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dengan:

rik =
1

n− 1

n∑
r=1

(
xir − x̄i√

sii

)(
xkr − x̄k√

skk

)
Untuk i = k menghasilkan r = 1

r11 =
1

n− 1

n∑
r=1

(
x1r − x̄1√

s11

)(
x1r − x̄1√

s11

)
=

s11√
s11
√
s11

= 1

rmm =
1

n− 1

n∑
r=1

(
xmr − x̄m√

smm

)(
xmr − x̄m√

smm

)
=

smm√
smm
√
smm

= 1

4. Analisis Komponen Utama

Analisis Komponen Utama atau yang lebih dikenal dengan Principal Compo-
nent Analysis (PCA) bisa digunakan dalam bidang sosial yang umumnya mengamati
banyak peubah. Hal ini digunakan untuk menghilangkan peubah yang tidak mem-
berikan tambahan informasi setelah adanya perubahan yang lain.

Analisis komponen utama bertujuan untuk menyederhanakan variabel yang
diamati dengan cara menyusutkan dimensinya. Hal ini dilakukan dengan menghi-
langkan korelasi variabel melalui transformasi variabel asal ke variabel baru yang
tidak berkorelasi.

Variabel baru (Y) disebut sebagai komponen utama yang merupakan hasil
transformasi dari variabel asal (X) dengan persamaan sebagai berikut

y1
y2
...
ym

 =


e11 e21 · · · em1

e12 e22 · · · em2
...

...
. . .

...
e1m e2m · · · emm



x1
x2
...
xm


Y = ET X

(5)

dengan:
Y : Komponen utama dari hasil transformasi
E : Matriks transformasi
X : Variabel asal

5. Transformasi Karhunen-Loeve (KLT)

Transformasi Karhunen-Loeve atau yang lebih dikenal dengan Karhunen-Loeve
Transform (KLT) merupakan teknik yang digunakan untuk mentransfer sejumlah
besar data (yang berdimensi besar) ke suatu subruang yang berdimensi lebih kecil.
Pereduksian dimensinya dilakukan dengan memilih vektor-vektor eigen yang meru-
pakan komponen utama dari seluruh vektor eigen, dengan kata lain yaitu mereduksi
dimensi dengan cara membuang vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen
bernilai rendah (mendekati nol).

KLT dapat diperoleh dengan terlebih dahulu dibentuk matriks kovarian Σ
menggunakan persamaan (4). Karena matriks Σ berukuran m×m (matriks perse-
gi), maka dari Σ dapat diperoleh suatu vektor eigen yang ortonormal. Selanjutnya
kita definisikan E sebagai matriks transformasi (berukuran m×m) yang elemennya
adalah vektor-vektor eigen dari matriks Σ.

E =
[

e1 e2 · · · em
]
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=


e11 e12 · · · e1m
e21 e22 · · · e2m
...

...
. . .

...
em1 em2 · · · emm

 (6)

Transformasi Karhunen Loeve merupakan bagian dari Analisis Komponen Uta-
ma berdasarkan matriks kovariansi, akibatnya posisi-posisi vektor ej sudah terurut,
dengan e1 sebagai vektor eigen yang besesuaian dengan nilai eigen terbesar λ1, dan
em sebagai vektor eigen dengan nilai eigen terkecil λm. Persamaan Transformasi
Karhunen-Loeve adalah sebagai berikut

Y = ET (X− µ) (7)

Matriks transformasi W (berukuran m × k) dibentuk dari matriks E dengan
memilih k buah vektor eigen ej dengan nilai eigen terbesar, dimana k < m.

W =
[

e1 e2 · · · ek
]

=


e11 e12 · · · e1k
e21 e22 · · · e2k
...

...
. . .

...
em1 em2 · · · emk

 (8)

Selanjutnya pada persamaan (7), ganti matriks transformasi E dengan matriks
W menjadi

Y = WTX (9)

maka akan diperoleh representasi dari matriks X yaitu matriks Y yang berukuran
lebih kecil dari matriks X, akibat dari pereduksian matriks W.

6. Dekomposisi Nilai Singular (SVD)

Dekomposisi Nilai Singular atau yang lebih dikenal dengan Singular Value De-
composition (SVD) sangat berkaitan dengan nilai singular dalam matriks yang me-
rupakan salah satu karakteristik matriks

Diketahui matriks X dengan rank X = r. Diketahui juga nilai eigen dari
matriks XTX adalah sebagai berikut:

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ≥ λr+1 = · · · = λn = 0 (10)

Bilangan σi =
√
λi, untuk setiap 1 ≤ i ≤ n disebut nilai singular dari matriks X

Algoritma Dekomposisi Nilai Singular

(a) Dibentuk matriks XTX dan tentukan sejumlah r nilai singular tak nolnya.
Misalkan {σ1, σ2, . . . , σr} merupakan nilai-nilai singular tak nol matriks XTX
dengan σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr ≥ σr+1 = . . . = σn = 0.

(b) Dibentuk matriks diagonal L =

 σ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · σn


(c) Dicari himpunan vektor eigen matriks XTX. Misalkan {v1, v2, . . . , vn} meru-

pakan vektor-vektor eigen matriks XTX dengan vi merupakan vektor eigen
yang bersesuaian dengan λi.

5



(d) Dibentuk matriks ortogonal V, dengan elemennya merupakan vektor-vektor

kolom {v1, v2, . . . , vn}, sebagai berikut V =
[
v1 v2 · · · vn

]
.

(e) Dibentuk himpunan vektor {u1, u2, . . . , un} dengan ui = 1
σi

Xvi untuk setiap
1 ≤ i ≤ n.

(f) Dibentuk matriks ortogonal U, dengan elemennya merupakan vektor-vektor

kolom {u1, u2, . . . , un}, sebagai berikut U =
[
u1 u2 · · · un

]
.

3 Pembahasan

1. Representasi SVD sebagai KLT

Dari data matriks X berukuran m × n, kita mendefinisikan matriks baru Z
berukuran n×m sebagai berikut

Z =
1√
n− 1

(X− µ)T

Dapat diketahui bahwa

ZTZ =

(
1√
n− 1

(X− µ)T
)T ( 1√

n− 1
(X− µ)T

)
=

1

n− 1
(X− µ)(X− µ)T

= Σ

Matriks ZTZ dan Σ merupakan matriks yang sama, maka hasil dari SVD matriks Z
yaitu matriks V akan bernilai sama dengan matriks E dari matriks kovarian Σ

E = V

maka persamaan KLT dapat diperoleh dengan matriks W yang telah direduksi dari
matriks V.

Y = WT (X− µ)

(a) Transformasi Balikan Karhunen-Loeve

Transformasi Balikan Karhunen-Loeve merupakan transformasi untuk me-
ngembalikan hasil transformasi komponen utama yang telah direduksi, menjadi
matriks citra yang berdimensi sama dengan matriks citra semula, untuk kembali
direpresentasikan sebagai sebuah citra.

Transformasi balikan Karhunen-Loeve dengan dimensi komponen utama
yang belum direduksi adalah

X = VY + µ

sehingga transformasi balikan Karhunen-Loeve dengan matriks V yang telah
direduksi menjadi matriks W adalah sebagai berikut

X = WY + µ

2. Studi Kasus Pemampatan Citra Digital

Citra Pentagon akan digunakan sebagai contoh untuk proses pemampatan ci-
tra, citra Pentagon ini berukuran 512×512 pixel dengan ukuran berkas 258 kilobyte
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Gambar 1: Citra Pentagon dan Nilai Eigennya

yang akan direpresentasikan menjadi matriks citra, sehingga dapat dilakukan tran-
sformasi citra. Nilai eigen dari matriks citra Pentagon ditunjukkan dalam diagram
pada Gambar (1)

Nilai eigen terbesar akan bersesuaian dengan komponen utama pertama, hal
serupa akan terjadi untuk komponen utama kedua yang akan bersesuaian dengan
nilai eigen terbesar kedua, dan seterusnya. Proses pemampatan citra dengan metode
Dokomposisi Nilai Singular dan menggunakan Transformasi Karhunen-Loeve akan
memilih komponen-komponen utama yang terbesar dan bersesuaian dengan nilai-
nilai eigen yang terbesar pula, atau dengan kata lain pemampatan citra dengan
metode ini akan membuang komponen utama terkecil yang bersesuaian dengan nilai
eigen rendah (mendekati nol).

Misal diambil 40 komponen utama dengan nilai eigen terbesar, maka matriks
citra Pentagon sebagai matriks X akan direduksi dengan persamaan

Y = WT (X− µ)

Hasil dari transformasi Karhunen-Loeve yang berupa reduksi dari komponen
utama, kemudian dilakukan transformasi balikan Karhunen-Loeve untuk mengemba-
likan citra hasil transformasi menggunakan 40 komponen utama dengan nilai eigen
terbesar, menjadi matriks citra dengan dimensi yang sama dengan matriks citra
semula. Hasil transformasi balikan Karhunen-Loeve ditunjukkan pada Gambar (2)
Setelah dilakukan pemampatan citra, hasil dari pemampatan citra Pentagon meng-

Gambar 2: Citra Pentagon dengan 40 Komponen Utama
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gunakan 40 komponen utama dengan nilai eigen terbesar, ukuran berkas menjadi 22
kilobyte.

Pereduksian matriks W atau dengan kata lain pemilihan banyaknya komponen
utama yang membentuk sebuah matriks citra menentukan kualitas gambar yang
berbanding terbalik dengan besarnya pemampatan citra yang terjadi. Berikut ini
contoh lain hasil pemampatan citra Pentagon yang ditunjukkan Gambar (??).

Gambar 3: Citra Pentagon dengan beragam Komponen Utama

Hasil pemampatan citra dengan berbagai komponen utama menghasilkan kua-
litas gambar yang berbeda, dengan ukuran berkas yang berbeda pula, ukuran berkas
dari berbagai komponen utama disajikan dalam Tabel (1).

Tabel 1: Tabel Ukuran Berkas dari Citra Pentagon

Komponen Utama Ukuran Berkas Komponen Utama

2 3 KB

6 5 KB

8 6 KB

10 7 KB

20 12 KB

40 22 KB

60 32 KB

80 42 KB

100 52 KB

4 Penutup

Pemampatan citra digital dengan metode dekomposisi nilai singular menggunak-
an konsep dari matriks kovarian, vektor eigen, dan nilai eigen. Metode ini menggunakan
transformasi Karhunen-Loeve yang merupakan bagian dari Analisis Komponen Utama,
dimana dalam proses pemampatan citra digunakan untuk mereduksi dimensi dari kom-
ponen utama sebuah citra. Persamaan dekomposisi nilai singular terhadap transformasi
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Karhunen-Loeve adalah Y = VT (X − µ), dan persamaan untuk memampatkan sebu-
ah citra digital menggunakan transformasi dari matriks yang telah direduksi, sehingga
persamaan pemampatan citra adalah sebagai berikut

Y = WT (X− µ)
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