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ABSTRACT

ADHE SEPTIAN KHIGANSIH, 3125081764. Digital Image Compres-
sion with Singular Value Decomposition Method. Thesis. Faculty of
Mathematics and Natural Sciences. State University of Jakarta. 2013.

This thesis discusses how to compress digital images with singular value
decomposition method. The image is mathematically a function of brightness. The
image is divided into a continuous image and discrete image. Discrete image is
a continuous image that has been through the digitalization process and is known
as the digital image. Digital image that has been represented as an image matrix
then will be sought from the covariance matriz of the image matrix. Eigen values
and eigen vectors of the covariance matrix can be obtained by using Singular Value
Decomposition (SVD) henceforth used in the Karhunen-Loeve Transform (KLT)
to search the principal components of the image matriz. This digital image comp-
ression method is done by reducing the dimensions of the principal components of
the tmage matrizx.

Keywords : digital image, image compression, eigen vectors, eigen values, SVD,
KLT, principal component.



ABSTRAK

ADHE SEPTIAN KHIGANSIH, 3125081764. Pemampatan Citra Di-
gital dengan Metode Dekomposisi Nilai Singular. Skripsi. Fakultas
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri Jakarta.
2013.

Skripsi ini membahas bagaimana memampatkan citra digital dengan me-
tode dekomposisi nilai singular. Citra secara matematis adalah fungsi dari inten-
sitas cahaya, citra dibedakan menjadi citra kontinyu dan citra diskrit. Citra dis-
krit adalah citra kontiyu yang telah melalui proses digitalisasi, dan lebih dikenal
dengan citra digital. Citra digital yang telah direpresentasikan sebagai matriks
citra, selanjutkan akan dicari matriks kovarian dari matriks citra. Nilai eigen
dan vektor eigen dari matriks kovarian dapat diperoleh dengan menggunakan De-
komposisi Nilai Singular (SVD) untuk kemudian digunakan dalam Transformasi
Karhunen-Loeve (KLT) guna mencari komponen-komponen utama dari matriks
citra. Pemampatan citra digital dengan metode ini dilakukan dengan cara mere-
duksi dimensi dari komponen-komponen utama dari matriks citra.

Kata kunci : citra digital, pemampatan citra, vektor eigen, nilai eigen, SVD,
KLT, komponen utama.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dunia sedang mengalami suatu transisi evolusioner. Masyarakat dunia
pelan-pelan meninggalkan pola masyarakat industrial, dan menjadi masyarakat
informasi. Dengan munculnya komputer, telepon, satelit, teknologi basis data dan
sistem informasi, manusia menjadi konsumen dan produsen informasi. Penyedia
informasi memegang kekuasaan.

Internet sebagai jaringan komputer adalah sumber referensi informasi
yang paling sering dipergunakan belakangan ini. Kebutuhan pengguna Internet
memang luar biasa. Aplikasi-aplikasi multimedia seperti siaran televisi langsung
melalui internet membutuhkan implementasi teknis yang seefisien mungkin.

Perkembangan teknologi yang sangat pesat terutama dalam teknologi
multimedia menyebabkan penyampaian informasi yang awalnya hanya berupa tu-
lisan dan kata, kini meluas dengan media gambar atau citra, video, dan juga suara.
Citra atau gambar, adalah salah satu bentuk informasi yang banyak tersedia di
internet. Berkas citra tidak hanya digunakan untuk informasi visual seperti foto
atau lukisan, tetapi juga digunakan sebagai landasan untuk tampilan antarmuka
grafis di internet yang semakin lama semakin canggih.

Tidak hanya dalam penyampaian informasi tetapi dengan berkembang-

nya teknologi pun dapat melakukan pengolahan media, salah satunya pengolahan



citra. Pengolahan citra dapat dimanfaatkan dalam berbagai bidang, diantaranya
dalam dunia kedokteran, teknologi komunikasi, fotografi dan perfilman. Makin
berkembangnya teknologi perangkat keras komputer memungkinkan ditampilkan-
nya citra beresolusi tinggi dan bernuansa jutaan warna. Citra-citra ini memiliki
ukuran berkas citra yang terlalu besar.

Ukuran berkas citra yang terlalu besar menimbulkan masalah pada dua
aspek, yaitu pengiriman dan penyimpanan. Pada aspek pengiriman, ukuran citra
yang terlalu besar menimbulkan masalah pada waktu dan kecepatan pengiriman
informasi digital. Suatu citra berkualitas tinggi akan sulit dikirim melalui internet
jika tidak dimampatkan. Pada aspek penyimpanan, ukuran citra yang terlalu
besar menimbulkan masalah pada kapasitas penyimpanan informasi berbentuk
citra dalam media penyimpanan, seperti harddisk, floppydisk, compact disk, dan
lainnya. Hal ini semakin mengisyaratkan perlunya suatu metode pemampatan
citra yang handal.

Suatu berkas citra atau gambar dapat direpresentasikan sebagai sebu-
ah matriks, sehingga dapat ditransformasikan dan dioperasikan seperti matriks
pada umumnya. Transformasi Karhunen-Loeve merupakan salah satu transfor-
masi citra yang cukup sederhana berdasarkan nilai eigen dari suatu matriks citra.
Untuk memperkecil ukuran berkas sebuah citra dapat digunakan metode pemam-
patan citra, Dekomposisi Nilai Singular merupakan salah satu metode yang dapat
digunakan dalam proses pemampatan citra dengan menggunakan Transformasi
Karhunen-Loeve sebagai transformasi citra untuk memperkecil ukuran berkas ci-

tra.



1.2 Perumusan Masalah
Perumusan masalah yang akan dikaji adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana persamaan untuk memampatkan sebuah citra digital ?

2. Bagaimana penerapan Dekomposisi Nilai Singular dalam Transformasi

Karhunen-Loeve 7

1.3 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam penulisan ini adalah:
1. Citra yang digunakan merupakan citra digital atau citra diskrit.
2. Matriks citra yang digunakan adalah matriks persegi.

3. Citra yang digunakan adalah citra hitam putih 8 bit.

1.4 Tujuan Penulisan
Tujuan yang ingin dicapai dalam penulisan ini adalah:

1. Membentuk dan menurunkan persamaan untuk proses pemampatan citra

digital.

2. Penerapan Dekomposisi Nilai Singular dalam Transformasi Karhunen-Loeve.



1.5 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari penulisan ini adalah dapat memberikan
gambaran atau pandangan dalam memampatkan citra digital dengan menerapkan

proses dekomposisi nilai singular.

1.6 Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan kajian teori tentang matriks dan dekomposisi nilai
singular yang didasarkan pada buku-buku dan jurnal-jurnal tentang pemampatan

citra.



BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Citra

2.1.1 Pengertian Citra

Citra merupakan unsur atau elemen yang terdapat dalam multimedia.
Andleigh (1995) menjelaskan, bahwa citra yang disebut juga dengan image atau
gambar, terdiri dari semua tipe data kecuali yang berkode teks dan tidak mempu-
nyai properti temporal (yaitu berubah sesuai dengan waktu). Citra adalah suatu
represntasi, kemiripan atau imitasi dari objek.

Secara matematis, citra adalah fungsi 2 dimensi f(x,y) yang menyatakan
intensitas cahaya, di mana x dan y menyatakan titik koordinat dan nilai f pada
titik (x,y) adalah terangnya (brightness) citra pada titik tersebut.

Cahaya yang memancarkan sinar dan menerangi sebuah objek, dan objek
memantulkan kembali sinar yang diterima, sehingga ditangkap oleh alat optik
atau mesin digital, akhirnya diproses menjadi sebuah citra. Secara umum citra
dapat dibedakan menjadi dua macam, yaitu citra kontinyu dan citra diskrit. Citra
kontinyu yaitu citra yang dihasilkan dari alat optik, misalnya mata manusia atau
kamera analog. Sedangkan citra diskrit yaitu citra yang dihasilkan dari mesin
digital, misalnya kamera digital dan scanner. Dalam konteks pembahasan ini,
citra berarti sebuah gambar yang dapat diolah oleh komputer, yaitu citra yang

telah didiskretkan menjadi citra digital.



2.1.2 Citra Digital

Citra yang akan diproses dengan komputer digital harus direpresentasi-
kan secara numerik dengan nilai-nilai diskrit. Representasi citra dari fungsi kon-
tinyu menjadi nilai-nilai diskrit disebut digitalisasi. Sebuah citra digital (digital
image) adalah sebuah citra f(x,y) yang telah didiskretkan, baik dalam koordinat
maupun dalam intensitasnya. Citra digital yaitu citra yang dihasilkan melalui
proses digitalisasi terhadap citra kontinyu dan direpresentasikan sebagai sebuah
matriks yang masing-masing elemennya merepresentasikan nilai intensitas. Citra
digital dapat dianggap sebagai suatu matriks di mana indeks baris dan kolomnya
melambangkan posisi suatu titik dalam citra, dan nilainya menyatakan intensi-
tas cahaya pada titik tersebut. Satu unit dalam matriks citra digital ini disebut
sebagai picture element atau pizel.

Besarnya nilai maksimum dari intensitas cahaya ditentukan dari banyak-
nya binary digit (bit) yang digunakan untuk merepresentasi citra digital, dengan
menggunakan persamaan ([2.1J).

2 =1L (2.1)
dimana

b : jumlah bit yang digunakan

L : banyaknya nuansa warna yang dihasilkan

Ukuran citra digital umumnya memiliki tinggi citra m dan lebar citra n.

Sebuah citra digital dapat direpresentasikan dengan matriks X sebagai berikut



f(mvl) f(m72> f(m7n>

Citra dengan tinggi citra m, lebar citra n, dan intensitas L dapat diang-

gap sebagai fungsi f:m xn — R

fla,y)=f 1<z<m;1<y<n 0<f<L-1

dimana

(z,y) : titik koordinat matriks citra

f(z,y) : besarnya intensitas cahaya dengan selang [0, L — 1] pada titik (x,y)

Misal untuk sebuah citra monokrom yang menggunakan 8-bit untuk merepresen-
tasikan sebuah citra, maka terdapat 2% = 256 nuansa warna yang dihasilkan,

sehingga besarnya intensitas cahaya berada dalam selang [0, 255].

2.1.3 Representasi Citra
Representasi Citra Hitam-Putih (Monokrom)

Dalam citra digital, sejumlah nilai intensitas yang berkisar antara hitam
dan putih dapat dinyatakan sebagai grey level atau derajat keabuan. Semakin
banyak derajat keabuan yang digunakan, semakin halus perubahan intensitas dari
daerah citra yang gelap ke daerah citra yang terang.

Sebagai contoh, misalnya sebuah citra berukuran 640 x 480 pizel dengan

intensitas 256, maka fungsi f(z,y) berada pada selang [0,255] dan citra direpre-



sentasikan sebagai matriks X, seperti contoh berikut:

0 149 161 --- 143
220 182 246 --- 241

X —
217 206 109 --- 255

Pizel pada koordinat (1,1) mempunyai nilai intensitas 0 yang berarti
warna pizel tersebut hitam, pizel pada koordinat (1,2) mempunyai intensitas 149

yang berarti warna pizel tersebut antara hitam dan putih, dan seterusnya.

Representasi Citra Warna

Setiap nuansa warna dapat diturunkan dari ketiga warna primer, yaitu
merah, hijau, dan biru. Suatu warna dapat dinyatakan sebagai kombinasi dari
nilai 3 warna primer tersebut. Dengan kata lain, sebuah fungsi ¢ yang menyatakan
warna, merupakan fungsi dengan variabel komponen warna merah (r), hijau (g),
dan biru (b), yaitu ¢(r, g, b).

Untuk menjelaskan konsep dari citra warna, definisi dari citra monokrom
dapat dikembangkan untuk mencakup komponen-komponen ketiga warna primer
dalam cahaya, yakni merah, hijau, dan biru.

Jadi, jika citra monokrom f(x,y) merupakan fungsi intensitas cahaya,
fungsi warna f(x,y) adalah kombinasi dari 3 fungsi citra monokrom yang menya-

takan intensitas warna merah r(z,y), warna hijau ¢g(z,y), dan warna biru b(x, y)

f($,y) :c(r(w,y),g(x,y),b(x,y)) (2'2)



dimana

y) : fungsi citra monokrom merah-putih dengan r-bit
g(x,y) : fungsi citra monokrom hijau-putih dengan g-bit
y) : fungsi citra monokrom biru-putih dengan b-bit

f(z,y) : fungsi citra warna dengan (r 4+ g + b)-bit

Dalam prakteknya, komponen r(z,y), g(x,y), dan b(z,y) dapat dire-
konstruksi dari suatu nilai f(x,y), dengan letak pengalokasian bit yang terpisah.
Pada umumnya representasi citra warna f(x,y) menggunakan 24-bit, dengan pe-
ngalokasian bit yang terpisah masing-masing citra monokrom merah r(x,y) 8-bit,

hijau g(z,y) 8-bit, dan biru b(z,y) 8-bit.

2.1.4 Besaran Citra

Sisi teknis dari sebuah citra digital menjelaskan bahwa citra digital di-
simpan sebagai suatu berkas. Suatu pizel menyatakan intensitas atau warna dari
suatu titik dalam citra, apabila dialokasikan sejumlah bit untuk menyatakan in-
tensitas pizel tersebut, maka dapat dihitung ukuran berkas keseluruhan citra.
Suatu konvensi yang lazim digunakan adalah mengalokasikan 8 bit (1 byte) untuk
menyatakan satu pizel monokrom, dan 24 bit (3 byte) untuk menyatakan satu
pizel warna.

Dengan mengalokasikan 8 bit untuk satu pizrel monokrom, akan dipe-
roleh sebanyak 2® = 256 nuansa warna, sedangkan pizel warna 24 bit, akan

diperoleh sebanyak 2%

= 16.777.216 nuansa warna. Untuk pengamatan mata
manusia, pendiskretan citra dengan warna sebanyak ini sudah lebih dari cukup

untuk memberikan suatu gambar yang sempurna.
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Untuk suatu ukuran citra monokrom berukuran 512 x 512 pizel, ukuran

berkasnya menjadi

512 x 512 x 8 bit = 2.097.152 bit
= 262.144 byte
= 256 Kbyte

Resolusi gambar merupakan kerapatan pizel dalam sebuah gambar. Re-
solusi gambar diukur berdasarkan kerapatan pizel dalam 1 inch, satuan dari reso-
lusi gambar adalah pizels per inch (ppi) atau dots per inch (dpi). Resolusi 1 dpi
berarti ada satu pizel per 1 inci persegi. Begitu pula, resolusi 300 dpi brarti ada
300 pixel per satu inci persegi. Semakin besar resolusi, berarti semakin banyak
pizel dalam sebuah gambar. Untuk keperluan media cetak yang bermutu ting-
gi, dibutuhkan resolusi yang tinggi pula. Misalkan resolusi suatu gambar adalah
1200 dpi, maka untuk menyimpan suatu citra halaman warna berukuran kwarto

(8.5 x 11 inci), ukuran berkasnya menjadi:

8.5 x 1200 x 11 x 1200 x 3 byte = 403.920.000 byte
= 394.453, 125 Kbyte
= 385,20 Mbyte

385 Mbyte adalah suatu ukuran berkas yang besar untuk satu lembar ha-
laman, meskipun teknologi penyimpanan telah mengalami kemajuan yang sangat

pesat
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2.2 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.2.1. Misalkan X matriks berukuran nxn dan e vektor tak nol berukur-
an n x 1. Skalar dari matriks X yang dinotasikan oleh A\ disebut nilai eigen apabila

memenuhi persamaan Xe = \e. Vektor e disebut vektor eigen.

Vektor eigen yang memenuhi persamaan Xe = Ae dinamakan vektor
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A yang telah diperoleh. Nilai eigen

diperoleh dengan cara menyelesaikan persamaan

Tir 0 Tin -61- €1
= A
Tnl Ton | €n | €n
—1'11 Tt Tin €1 _61_ _0_
Y —
| Tt Tpn €n | en | | 0]
Ty - xln- el 1 --- 0 -61- -0-
Y =
Tpl *c Tpn | en 0 --- 1 K | 0]
atau
Xe = e
Xe—JXde =0
(X=X)e = 0 (2.3)

Persamaan ([2.3) mempunyai solusi yang bukan merupakan vektor nol

jika dan hanya jika determinan X — AI sama dengan nol (|]X — AI| = 0). Artinya



12

untuk memperoleh solusi tidak nol, harus dicari nilai eigen A\ sedemikian sehingga
|X — AI| = 0. Untuk menentukan vektor eigen yang bersesuaian dengan suatu
nilai eigen, maka nilai eigen yang telah diperoleh disubstitusi ke persamaan .

Misal A merupakan nilai eigen dari X, dan vektor e merupakan vektor
eigen dari X. Maka himpunan vektor eigen {ej,es,...,e,} yang bersesuaian
dengan nilai eigen {\1, Ao, ..., A, } akan membentuk ruang vektor yang dinamakan

ruang eigen dari X.

Definisi 2.2.2. Misal ey, e,, ..., e, adalah kumpulan dari n vektor, maka eq, e,

..., e, dikatakan saling bebas linier (linearly independent) jika memenuhi kondisi

berikut

cie1 + coeg + -+ cpe, =0 (2.4)
dipenuhi hanya apabila ¢; seluruhnya bernilai nol (i = 1,2,...,n). Jika kondisi
tersebut tidak terpenuhi, maka vektor eq,es, ..., e, dikatakan tidak bebas linier

(linearly dependent) atau bergantung linier.

Definisi tersebut menunjukkan bahwa jika satu atau lebih vektor dapat
ditulis sebagai kombinasi linier dari himpunan vektor lain, maka himpunan vektor

tersebut bergantung linier.

Teorema 2.2.1. Misalkan eq, es, ..., e, merupakan vektor eigen dari matriks X
yang berkorespondensi dengan nilai eigen yang tak berulang A, Ao, ..., \,, maka

{e1,ea,...,e,} bebas linier.

Bukti. Misalkan eq, eq, ..., e, merupakan vektor eigen dari X yang berkorespon-
densi dengan nilai eigen yang tak berulang Aq, As, ..., A,. Dengan menggunakan

kontradiksi, asumsikan {ej,es, ..., e,} bergantung linier.
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Karena vektor eigen tak nol, maka {e;} bebas linier. Misalkan r meru-
pakan bilangan bulat terbesar sedemikian sehingga {ej,es,...,e,} bebas linier.
Karena diasumsikan {e;,es,...,e,} bergantung linier, maka r akan memenuhi
1 <r < n. Lebih lanjut {eq,ez,...,e,11} akan bergantung linier. Jadi terdapat

skalar ¢y, co, ..., c.o1 yang tidak semua sama dengan nol, sedemikian sehingga

ci1€e1 + e + ...+ Cri1€r11 = 0. (25)

Kalikan masing-masing ruas persamaan (2.5) dengan X sebagai berikut

X (clel +coeq + ...+ cr+1er+1) = 0.

chel + CQXGQ + ...+ CT+1XG7«+1 = 0.

Selanjutnya gunakan

Xe1 = )\181, Xe2 = )\262, ey Xer+1 = >\r+1er+1,

dan akan didapatkan

cl)\lel -+ 02)\262 + ...+ Cr+1)\r+1er+1 =0. (26)

Kalikan kedua ruas persamaan (2.5) dengan \,,; menjadi

CiArf1€1 + o Arp1€2 + L+ G A€ = 0.
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kurangi hasilnya dengan persamaan (2.6)) maka didapatkan
(M = Agr)er +ea(Ae — Appr)es + .o+ e (A — Aig)e. = 0.
Karena {ej,es,...,e,} himpunan bebas linier, maka mengakibatkan
(A — A1) =ca(Aa—Ny1) = ... = (A — A1) = 0.

Selanjutnya karena Ay, Ao, ..., A, tak berulang, maka A, Ao, ..., A\, juga tak ber-

ulang, sehingga diperoleh

Substitusi persamaan (2.7)) ke persamaan (2.5 didapatkan

Cry1€r41 = 0.

Karena vektor eigen dari e,,; tak nol, maka

Crp1 = 0. (2.8)

Persamaan (2.7) dan ([2.8) kontradiksi dengan fakta bahwa ¢, ¢, ..., ¢4 tidak
semua sama dengan nol. Sehingga terbukti bahwa {e1,es,...,e,} bebas linier.

]

Definisi 2.2.3. Matriks X berukuran n x n dikatakan matriks ortogonal jika
memenuhi X7X = XX” =1.

Akibat dari Definisi [2.2.3] suatu matriks X dikatakan matriks ortogonal
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jika memenuhi kondisi X! = XT. Matriks yang tidak memenuhi kondisi X7X =

XX =1, maka matriks X disebut matriks singular.

Definisi 2.2.4. Suatu matriks X dikatakan dapat didiagonalisasi jika terdapat

matriks E sehingga E"'XE = D, dimana D merupakan matriks diagonal.

Matriks E merupakan matriks n xn dengan elemen kolomnya merupakan
vektor-vektor eigen dari matriks X, sedangkan D merupakan matriks diagonal

yang elemen diagonalnya merupakan nilai eigen dari X.

Definisi 2.2.5. Suatu matriks X dapat didiagonalkan secara ortogonal jika X

mempunyai matriks pendiagonal E yang bersifat ortogonal.

Misalkan matriks X dapat didiagonalisasi dengan matriks pendiagonal

E, maka dapat diperoleh hubungan

E'XE = D
EE'XEE™' = EDE™'

X = EDE!

Matriks X dapat didiagonalisasi secara ortogonal dengan matriks pendiagonal E

yang ortogonal, maka mengakibatkan
X = EDE" (2.9)
dengan mentranspose persamaan ([2.9), maka akan diperoleh

x” — (EDE")"

X’ = EDE” (2.10)
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Dari persamaan (2.9) dan (2.10) didapatkan bahwa matriks X dapat didiagonali-
sasi secara ortogonal, jika matriks X memenuhi sifat X = X7 (matriks simetri),

dengan matriks pendiagonal E yang ortogonal.

Contoh 2.2.1. Misal diberikan matriks X berukuran 4 x 4 sebagai berikut:

1 230
2010
31 20

000 3

dengan menggunakan persamaan (2.3)) dapat diperoleh matriks (X — AI)

Xe = Je
Xe—Xde = 0

(X—M)e = 0

-1230- -)\OOO- -el- _0-
2010 0 X 00 €2 B 0
3120 B 00 A O es - 0
000 3 0 0 0 A €4 0
_1—)\ 2 3 0 __61_ _0_

2 -\ 1 0 €2 B 0

3 1 2=-Xx 0 es - 0

0 0 0 3-2A €4 0

Nilai eigen A dari matriks X dapat diperoleh dengan mencari solusi dari det(X —
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ML) =0
det(X —AI) = 0
1-x 2 3 0
2 =2 1 0 .
31 2-=Xx 0
0 0 0 3-A
1-x 2 3
—04+0-04+(B=XA)] 2 —x 1 =0
3 1 2—-A
B=A[-AML=MN2=A)+6+6—(—9A+(1—-A)+42-A)] = 0

(B=NB+122+3 = )*) = 0

A —6X—3X24+330+9 = 0

solusi dari akar-akar persamaan A\* — 63 — 3A2 + 33\ + 9 = 0 merupakan nilai

eigen dari matriks X, yaitu

Moo= 3

A2 = 5.348
A3 = —2.079
Ay = —0.270

Vektor eigen dari matriks X dapat diperoleh dari solusi persamaan ([2.3))



dengan mencari vektor yang bersesuaian dengan nilai eigen.

dengan operasi baris elementer terhadap matriks (X — AI) maka diperoleh

o o O

maka solusi dari persamaaan ([2.3) untuk nilai eigen A; = 3 adalah

61:0, 62:(),

(X —A)e
3 0

1 0

2—-Xx 0

0 3-A

o o o o

63:07

o o o o

€1

€2

€3

€4

€1

€2

€3

€4

€4 —

0

€1

€9

€3

€4

o o o o

o o o o

o o o o

; dimana « adalah konstanta
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sehingga vektor eigen e;

€1 0 0

()] 0 0
e = = =

€3 0 0

€4 Qo 1

dengan cara yang serupa, dapat diperoleh vektor eigen yang bersesuaian dengan

Ao, Az, dan 4. Sehingga vektor-vektor eigen dari matriks X adalah

0 0.637 0.746 —0.195

0 0.365 —0.515 —0.776
e = €y = €3 = ey =

0 0.679 —0.423 0.6

1 0 0 0

2.3 Matriks Kovariansi dan Matriks Korelasi

2.3.1 Matriks Kovariansi

Andaikan X adalah matriks data berukuran m x n, sebagai berikut

T11 Ti2 - Tin

To1 T22 - Top

Tmi Tm2 - Tmn
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dan x adalah matriks rata-rata dari vektor baris matriks data X

11+ T2+ ...+ Ty

Tol + Tog + ...+ Toy

b
Il
3|

Tl + Tma + ... + T,

r11t+Ti2+...+T1n
n

T21+T22+...+Ton
n

Tl +Tmat...+Tmn
n

= | (2.11)

Selanjutnya, didefinisikan matriks p adalah matriks berukuran m x n

dengan elemennya adalah matriks X sebagai berikut

no = X X X
T1 T T1
fZ fQ e fQ
- (2.12)
Tm Tm Tm

Kurangi matriks X dengan persamaan matriks (2.12)) yang menghasilkan matriks

Q berukuran m x n sebagai berikut.



X—p
X111 Ti12
To1 T2
Tm1l Tm2
Til— T
To1 — T
Tml — Tm

Lin

Lon

xmn

T2 — T3
Tog — T
Tm2 — Tm

Tm Tm

Tin — X1

Ton — T2

Tmn — x_m

21

Tm

(2.13)

Matriks kovarian ¥ dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan ([2.14]) se-

bagai berikut

1
n—1

QQ”
Tl — 21
To1 — T2
Tml — Tm
T — I
T21 — X2
Tml — Tm

T12 — 21
Tog — X2
Tm2 — Tm
T2 — I
Tog — X2
Tm2 — Tm

Tin — L1

Ton — X2

Tmn — Tm

Tin — 1

Ton — T2

Tmn — x;’n



22

S11 812t Sim

Sim  S2m " Smm

dengan

1
Sik = S ;(%r — ;) (T — Tp)

2.3.2 Matriks Korelasi

Matriks korelasi adalah matriks yang setiap elemennya merupakan nilai
korelasi. Matriks korelasi umumnya dilambangkan dengan p, dan dapat diperoleh

dengan cara :
1. Menghitung Matriks kovariansi ¥ dari persamaan (2.14]).

2. Menghitung matriks baku yang isinya adalah simpangan baku. Dengan
asumsi, jika i # k dihasilkan cov(i, k) = 0, sehingga dapat ditulis ke dalam

bentuk matriks sebagai berikut:
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3. Menghitung invers dari matriks deviasi dengan cara A~!

L 0 0

S11

0 L 0
Afl — 522

0 0 ;ﬂm

matriks korelasi p dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan ([2.15]) sebagai
berikut

1 1
= U 0 = 0 0
1 S11 S12 0 Sim 1
0 0 0 0
— 522 : 522
1 Stm S2m ° Smm 1
0 0 0 0
Smm | L Smm |
S11 S12 e Sim
V/S8114/811 VS8114/522 V811 8mm
S1m S2m e —__Smm
L VS11v/Smm V8224 Smm Smm~y/Smm
I rg 0 rim
= ST (2.15)
L tm Tom 1

dengan:
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Untuk ¢ = £ menghasilkan » =1

1 (71— T X1 — T S11
1 = Z =1
n—1 - V511 V511 v/ 511y/311

r

Lo 2": (ﬁmr fcm> <:va i, ) o Sem
T 14\ e Vomm ) NommS5mm
2.4 Analisis Komponen Utama

Analisis Komponen Utama atau yang lebih dikenal dengan Principal
Component Analysis (PCA) merupakan suatu analisis statistika peubah ganda
yang dapat digunakan untuk mereduksi sejumlah peubah asal menjadi beberapa
peubah baru yang bersifat ortogonal dan tetap mempertahankan total keragaman
dari peubah asalnya. Dengan demikian, Analisis Komponen Utama bisa diguna-
kan dalam bidang sosial yang umumnya mengamati banyak peubah. Hal ini digu-
nakan untuk menghilangkan peubah yang tidak memberikan tambahan informasi
setelah adanya perubahan yang lain.

Analisis komponen utama bertujuan untuk menyederhanakan variabel
yang diamati dengan cara menyusutkan dimensinya. Hal ini dilakukan dengan
menghilangkan korelasi variabel melalui transformasi variabel asal ke variabel
baru yang tidak berkorelasi.

Variabel baru (Y) disebut sebagai komponen utama yang merupakan
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hasil transformasi dari variabel asal (X) dengan persamaan sebagai berikut

W €11 €21 ' Eml I
Yo - €12 €22 " €Em2 T2
(2.16)
_ym i _elm €om " emm_ _xm i
Y = ET X

dengan:
Y : Komponen utama dari hasil transformasi
E : Matriks transformasi

X : Variabel asal

Komponen utama dapat ditentukan melalui matriks kovariansi () dan
matriks korelasi (p) dari xy,zs,...,2,. Matriks kovarian ¥ digunakan untuk
membentuk komponen utama apabila semua variabel yang diamati mempunyai
satuan pengukuran yang sama. Sedangkan, matriks korelasi p digunakan apabila
variabel yang diamati tidak mempunyai satuan pengukuran yang sama. Variabel
tersebut perlu dibakukan, sehingga komponen utama berdasarkan matriks korelasi

ditentukan dari matriks baku.

2.4.1 Komponen Utama berdasarkan Matriks Kovarian

Dipunyai matriks kovarian ¥ dari m buah variabel x1,zs, ..., x,,. Total
varian dari variabel tersebut didefinisikan sebagai tr(X) = trace(X) yaitu penjum-
lahan dari unsur diagonal matriks . Melalui matriks kovarian 3 bisa diturunkan

nilai eigennya yaitu Ay > Ay > ---\,, > 0 dan vektor eigennya ey, es, ..., €,.
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Komponen utama pertama dari vektor berukuran m x 1, adalah kombinasi linier
variabel asal yang dapat menerangkan keragaman terbesar.

Komponen utama pertama dapat dituliskan sebagai

Y1 = enttenTe+ ...+ €Ty
o= e'X (2.17)
dengan :
€1T = ( €11 €21 ... €ml ) dan 61T61 =1

Varian dari komponen utama pertama adalah :

m m
2 _ E E
O'y1 = 61‘16]'151']'

i=i j=1

= e;'%e (2.18)

Koefisien e;; adalah unsur-unsur dari vektor eigen yang berhubungan
dengan nilai eigen A\ yang diturunkan dari matriks kovarian ¥, dipilih sedemikian
sehingga o7 mencapai maksimum dengan kendala e;”e; = 1. Menggunakan

teknik pemaksimuman berkendala lagrange diperoleh persamaan :

f(el, )\1) = O';l — )\1(€1T€1 — 1)

= elTEel — )\1(€1T€1 — 1)

Fungsi ini mencapai maksimum jika turunan parsial pertama f(ej, A1)
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terhadap e; sama dengan nol.

0f(er, )

= 2261 — 2)\161 =0
861

atau

261 = )\161 (219)

Persamaan (2.19) dipenuhi oleh \; dan e; yang merupakan pasangan

nilai eigen dan vektor eigen matriks ¥. Akibatnya e;?Ye; = e;TA\je; = A\eile =

2

A1 Oleh karena itu varian y; = o,

L= e1T¥e; = A harus maksimum, jadi )\
adalah nilai eigen yang terbesar dari matriks > dan e; adalah vektor eigen yang
bersesuaian dengan ;.

Komponen utama kedua adalah kombinasi linier variabel asal yang tidak
berkorelasi dengan komponen utama pertama, serta memaksimumkan sisa varian

data setelah diterangkan oleh komponen utama pertama. Komponen utama kedua

dapat dituliskan sebagai

Yo = €120 + €22T2 + ... + €n2ln
ya = e’ X (2.20)
dengan :
62T = < €12 €92 ... €m2 ) dan e2Te2 =1

Vektor e,? adalah vektor yang dipilih sehingga varian komponen uta-
ma kedua maksimum, serta ortogonal terhadap vektor e;? dari komponen uta-
ma pertama. Agar varian dari komponen utama kedua maksimum, serta antara
komponen utama kedua tidak berkorelasi dengan komponen utama pertama, ma-

ka vektor e, dipilih sedemikian sehingga ys = e,” X tidak berkorelasi dengan
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y1 = e;7 X. Varian komponen utama kedua (y,) adalah :

m m
2 — E E
O'y2 = €i2€52S5i;

i=i j=1
= ey Sey (2.21)

Varian tersebut akan dimaksimumkan dengan kendala ey’ Ye, = 1 dan
cov(y1,y2) = cov(ejz,esx) = e17Xey = 0. Karena e; adalah vektor eigen dari ¥

dan X adalah matriks simetrik, maka :
€1TE = €1TZT = (E@l)T = (/\61)T = )\€1T

Kendala e;7Y¥e; = Xe;Tes = 0 dapat dituliskan sebagai e;”es = 0. Jadi fungsi

Lagrange yang dimaksimumkan adalah :
f(eg, )\2, )\) = (62TE€2) — )\2(62T€2 — 1) — )\(€1T62 — 0) (222)

Fungsi ini mencapai maksimum jika turunan parsial pertama f(ea, A2, )

terhadap e; sama dengan nol, diperoleh

8f(62, /\2, /\)

= 2262 — 2)\262 - )\261 =0 (223)
(962

Jika persamaan ([2.23) dikalikan dengan e;” maka diperoleh

2€1T262 — 2)\261T62 - )\€1T2€1 =0
2€1TZ€2 — 2)\2€1T€2 — )\)\10&1TCE1 = 0

2€1T262 —0—- )\)\1 =0
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Oleh karena 2e;7¥e; = 0 maka A = 0. Dengan demikian persamaan

(2.23) setelah diturunkan terhadap e; menjadi

af((‘}g, )\27 )\)

662 = 2262 - 2)\262 =0

262 = )\2 €9 (224)

Jadi Ay dan e; merupakan pasangan nilai eigen dan vektor eigen dari
matriks kovariansi 3. Seperti halnya penurunan pada pencarian e, akan diperoleh
bahwa ey adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen terbesar kedua
dari matriks kovariansi X..

Secara umum komponen utama ke-j dapat dituliskan sebagai :

Yy; = €137 + €252 + ..+ EmjiTm
y = ¢ X (2.25)
dengan :
GjT = ( €15 €25 ... €Emj ) dan ejTej =1

Vektor ;" diperoleh dengan memaksimumkan varian komponen utama ke-j, yaitu

Uij = e, Ye; (2.26)
dengan kendala :
1 untuk:=7
€Z'T6j =
0 untuk i #j

Dengan kendala ini, maka nilai eigen A\; dapat diinterpretasikan sebagai ragam
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komponen utama ke-j serta sesama komponen utama tidak berkorelasi.
Vektor e;7 yang merupakan koefisien variabel asal bagi komponen utama

ke-j diperoleh dari matriks kovariansi ¥ yang diduga dengan matriks berikut

n

S @y —2)(w, —7)" (2.27)

r=1

1
n—1

Y=

2.4.2 Komponen Utama berdasarkan Matriks Korelasi

Jika variabel yang diamati tidak mempunyai satuan pengukuran yang
sama, maka variabel tersebut perlu dibakukan sehingga komponen utama diten-
tukan dari variabel baku. Variabel asal perlu ditransformasi ke dalam matriks

baku Z, dengan persamaan sebagai berikut

Z=(A)"(X-n) (2.28)
dengan:
Z = matriks baku
A = matriks simpangan baku
X = variabel pengamatan
i = nilai rata-rata pengamatan

dengan nilai harapan F(Z) = 0, dan ragamnya cov(Z) = (A)"'Z(A)~! = p.
Dengan demikian, komponen utama dari Z dapat ditentukan dari vek-

tor eigen yang diperoleh melalui matriks korelasi yang diduga dengan matriks p,

dimana vektor e;7 diperoleh dengan memaksimumkan varian komponen utama

ke-j dengan kendala

1 untuki=y

SZ‘TGJ‘ =

0 untuk i # 7
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Semua formula yang telah diturunkan berdasarkan variabel x1, zs, ..., x,
dengan matriks Y akan berlaku untuk peubah-peubah 21, 2o, ..., 2, dengan ma-
triks p.

Sehingga diperoleh komponen utama ke-j dengan menggunakan matriks
baku yaitu :

yi=¢;' Z (2.29)
dengan:
y; = komponen utama ke-j
e;T = vektor eigen ke-j

Z = matriks baku

Ragam komponen utama ke-j adalah sama dengan nilai eigen ke-j, serta antara

komponen utama ke-i dan komponen utama ke-j tidak berkorelasi untuk 7 # j.

2.5 Transformasi Karhunen-Loeve (KLT)

Transformasi Karhunen-Loeve atau yang lebih dikenal dengan Karhunen-
Loeve Transform (KLT) merupakan teknik yang digunakan untuk mentransfer
sejumlah besar data (yang berdimensi besar) ke suatu subruang yang berdimen-
si lebih kecil. Pereduksian dimensinya dilakukan dengan memilih vektor-vektor
eigen yang merupakan komponen utama dari seluruh vektor eigen, dengan kata
lain yaitu mereduksi dimensi dengan cara membuang vektor eigen yang berse-
suaian dengan nilai eigen bernilai rendah (mendekati nol). Vektor-vektor eigen
tersebut dibangkitkan dari suatu matriks kovarian yang merupakan representasi

dari distribusi data.



Misalkan X adalah vektor data dengan lebar dimensi m.

x11

T21

Tm1

Matriks i didefinisikan sebagai matriks rata-rata dari X

Selanjutnya dibentuk matriks kovarian > menggunakan persamaan ([2.32))

T12

X292

Tm2

wil

Tin

Ton

xmn

1
Y= —— (X —p)(X —p)"
(X)X —p)
S11 S12 S1im
S S Som
o 21 22 2
Sm1  Sm2 Smm

32

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Karena matriks > berukuran m xm (matriks persegi), maka dari ¥ dapat
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diperoleh suatu vektor eigen yang ortonormal.

elj

62]‘

e, = €35 (234)

emj

Setelah didapat vektor-vektor eigen beserta nilai eigennya dari matriks
Y, selanjutnya kita definisikan E sebagai matriks transformasi (berukuran m x m)

yang elemennya adalah vektor-vektor eigen dari matriks ..

€11 €12 - €im
€21 €22 - €y

= (2.35)
€m1 €m2 - Cmm

Didefinisikan pula A sebagai vektor yang berisi nilai-nilai eigen yang bersuaian

dengan matriks E.

A= XN X oo A\, (2.36)

Transformasi Karhunen Loeve merupakan bagian dari Analisis Kompo-
nen Utama berdasarkan matriks kovariansi, akibatnya posisi-posisi vektor e; su-
dah terurut, dengan e; sebagai vektor eigen yang besesuaian dengan nilai eigen
terbesar A\, dan e,, sebagai vektor eigen dengan nilai eigen terkecil \,,. Dengan

menggunakan persamaan ([2.37)), matriks data X dapat ditransformasikan ke ru-
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ang eigen. Matriks Y merupakan representasi dari matriks X di ruang eigen.

Y = ET(X — p) (2.37)

Jika matriks E digunakan sebagai matriks transformasi, maka lebar di-
mensi dari ruang eigen masih sama dengan dimensi pada matriks data X. Untuk
mendapatkan ruang eigen yang berdimensi lebih kecil dari dimensi matriks X,
perlu dilakukan reduksi dimensi dengan membentuk matriks transformasi dari
vektor-vektor e; yang bersesuaian dengan nilai \; terbesar, dengan kata lain ya-
itu mereduksi dimensi dengan cara membuang vektor eigen e; yang bersesuaian
dengan nilai eigen A; bernilai rendah (mendekati nol).

Vektor eigen dengan niai eigen yang besar memiliki peranan paling pen-
ting dalam proses transformasi dimensi. Hal ini dikarenakan semakin tinggi nilai
eigen maka makin tinggi pula lebar distribusi data pada vektor eigen tersebut.
Oleh karena itu, mereduksi dimensi dengan cara membuang vektor eigen dengan
nilai eigen mendekati nol (bernilai rendah) tidak akan membuat kita kehilangan
informasi data.

Matriks transformasi W (berukuran m x k) dibentuk dari matriks E

dengan memilih £ buah vektor eigen e; dengan nilai eigen terbesar, dimana k < m.

W = el e2 0. ek
€11 €12 - €1k
€21 €22 - €2k

- | (235)

€m1 €m2 - Emk




35

Selanjutnya pada persamaan ([2.37)), ganti matriks transformasi E dengan
matriks W menjadi

Y = W'X (2.39)

maka akan diperoleh representasi dari matriks X yaitu matriks Y yang berukuran
lebih kecil dari matriks X, akibat dari pereduksian matriks W. Nilai k£ yang

telah dipilih akan menentukan besarnya proporsi komulatif (o), dengan persamaan

[2-40).

(2.40)

Contoh 2.5.1. Misal diberikan X sebuah matriks berukuran 8 x 8 sebagai berikut:

i 6 10 2 5 8 14 14 14 ]
10 1 12 4 4 13 7 6
79 8 2 12 8 0 3
X — 5 3 4 8 0 7 3 0
7 5 0 14 0 1 7 1
2 2 10 15 7 10 12 3
14 0 6 11 10 10 1 1
0 12 5 4 0 2 3 3




36

dan x adalah matriks rata-rata dari vektor baris matriks data X

T+ T2+ ...+ T8

To1 + Tog + ...+ Tag

Wil
I

ool —

Tg1 + Tgo + ...+ Tgg

9.125
7.125
6.125
3.75
4.375
7.625
6.625

3.625

Selanjutnya, didefinisikan matriks g adalah matriks berukuran 8 x 8 dengan ele-
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mennya adalah matriks X sebagai berikut

po= 1% % - X

_9.125 9.125 9.125 9.125 9.125 9.125 9.125 9.125
7.125 7125 7.125 7.125 7.125 7.125 7.125 7.125
6.125 6.125 6.125 6.125 6.125 6.125 6.125 6.125
3.75 3.7 375 375 3.7 3.7 3.7 3.75
4.375 4.375 4.375 4.375 4.375 4.375 4.375 4.375
7.625 7.625 7.625 7.625 7.625 7.625 7.625 7.625

6.625 6.625 6.625 6.625 6.625 6.625 6.625 6.625

3.625 3.625 3.625 3.625 3.625 3.625 3.625 3.625

Matriks kovarian ¥ dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan (2.32)) se-

bagai berikut

2= (X)X )

21.55 —145 —-5.39 —-3.68 —4.48 —-3.38 —12.09 -0.38

—1.45 1784 0.5 446 =720 391 8.77  —T7.66
—-5.59 0.55 1641 —-254 —-11.63 —8.38 6.63 0.48
—3.68 446 254 8.50 8.39 7.61 8.04 0.32
—4.48 —-720 —-11.63 839 2398 9.16 5.45 2.16
—-3.38 391 838 7.61 9.16 2427 484  -3.16
—12.09 8.77 6.63 8.04 5.45 484  29.13 —13.16
—-0.38 —7.66 0.48 0.32 216 —3.16 —13.16 14.55




Nilai eigen dari matriks ¥ adalah:

A =03.70 Ay =4242 N3=2641 N, =16.01

A5 =9.72

A¢ = 7.67

A7 =0.30

As = 0.00

Sehingga vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen tersebut adalah:

e =

€5 —

0.359
—0.245
0.035
—0.289
—0.307
—0.388
—0.639
0.272

€y =

€ —

—0.127
0.288
0.504

—0.139

—0.580

—0.373
0.320

—0.224

€3 =

€7 =

0.561
0.493
—0.320
0.002
—0.288
0.331
—0.111
—0.367

ey =

eg —

0.447
—0.261
—0.153
—0.089

0.358
—0.530

0.362
—0.402
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Dibentuk matriks transformasi E dari himpunan vektor-vektor eigen e, es, . . ., es.
E = [ e € €3 e, € €5 €r ey
_ 0.359 —0.127 0.561  0.447 -0.011 —-0.566 —-0.044 —0.137 _
—0.245 0.288 0493 —-0.261 0.594 0.131 -0.363 —0.212
0.035 0.504 —0.320 —0.153 —0.198 —0.516 —0.542 0.141
- —-0.289 —-0.139 0.002 —-0.089 0.419 -—-0.415 0.293 0.675
N —0.307 —0.580 —-0.288 0.358 0.181 —0.009 —-0.566 —0.076
—0.388 —0.373 0.331 —-0.530 —-0.510 —0.213 —-0.056 —0.104
—-0.639 0.320 -0.111 0.362 —0.054 —-0.226 0.346 —0.416
0272 —-0.224 —-0.367 —-0.402 0.370 —0.357 0.209 —0.522

Dipilih k£ = 4, sehingga matriks transformasi E dapat direduksi menjadi

0.359
—0.245
0.035
—0.289
—0.307
—0.388
—0.639
0.272

—0.127
0.288
0.504

—0.139

—0.580

—0.373
0.320

—0.224

0.561
0.493
—0.320
0.002
—0.288
0.331
—0.111
—0.367

0.447
—0.261
—0.153
—0.089

0.358
—0.530

0.362
—0.402




Maka transformasi Karhunen Loeve dari matriks X adalah

Y = WX

—13.367 3.746 —9.452 —17.486 —6.794 —9.935 —4.184
4.625 —3.197 3.748 —10.678 6.773  3.467 —9.067
3.158 —1.953 5295 2397  3.827 12.895 12.055

5.070  —1.529 —-8.956 —0.391 0.606 —1.108 —0.534

Dengan k = 4, selanjutnya kita dapat mencari nilai a dari persamaan

k
DA
j=1

2 A
7=1
A+ A+ o+ A

M+ A+ .o+ A
)\14‘)\2"‘)\34‘)\4

AMAXF A+ A3+ A+ A5+ Ag+ A7+ Ag
93.70 4+ 42.42 4 26.41 4 16.01

53.70 4+ 42.42 4 26.41 4 16.01 4- 9.72 + 7.67 4+ 0.30 + 0.00
= 0.89

diperoleh o = 0.89 atau pemampatan sebesar 89%.

2.6 Dekomposisi Nilai Singular (SVD)

40

2.367
—0.589
9.345
2.157

Dekomposisi Nilai Singular atau yang lebih dikenal dengan Singular Va-

lue Decomposition (SVD) sangat berkaitan dengan nilai singular dalam matriks

yang merupakan salah satu karakteristik matriks

Rank dari matriks X merupakan bilangan yang menunjukkan banyaknya
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vektor kolom yang saling bebas linier dalam himpunan X = { X] Xo - X }

dan dinotasikan sebagai r(X).

Definisi 2.6.1. Diketahui matriks X € R™*" dengan rank X = r. Diketahui

juga nilai eigen dari matriks X7 X adalah sebagai berikut:
>\1Z)\Zz"'ZAT’Z)\T—H:"':)\n:O (241)

Bilangan o; = v/\;, untuk setiap 1 < 7 < n disebut nilai singular dari matriks X

Teorema 2.6.1. Diketahui matriks X € R™*" dengan rank X = r. Maka terda-

pat sejumlah nilai singular yang tak nol.

Bukti. Misalkan nilai eigen dari matriks X”X adalah A;, Xs, ..., \, dengan \; >
Ay > ... > \,. Berarti terdapat sejumlah n vektor eigen x;,7 = 1,2,3,...,n yang
bersesuaian dengan nilai-nilai eigen tersebut. Misalkan {eq, e, ..., e,} merupakan
himpunan n vektor eigen yang dimaksud, karena matriks X? X merupakan matriks
simetri, maka himpunan vektor eigen {ej, e, ..., e,} membentuk basis ortogonal
untuk R". Jika basis ortogonal tersebut dinormalisasi akan diperoleh basis orto-
normal {p1,ps,...,p,} untuk R™ dengan p; = ”z—z” untuk setiap 1 < i < n.

Karena himpunan {py,ps,...,p,} merupakan basis ortonormal untuk R”, maka
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berlaku (p;, p;) = ||ps]|* = 1 untuk setiap 1 < i < n, akibatnya

(Xpi, Xpi) = (Xpi)" (Xp:)

=pit (XTXpy)
=pi’ (Aips
pit (Aips) (2.42)
= \i(pi"pi)
= [Ipill”
-\
Menurut definisi nilai singular, berlaku
02 =\ = || Xp||*, untuk setiap 1 <i <n (2.43)
Karena diketahui rank X = 7, maka berlaku Xp; = Xpy, = ... = Xp, # 0,
dan Xp,41 = Xpypo = ... = Xp, = 0. Jadi diperoleh o; # 0, untuk i =
1,2,3,...,r. O

Karakteristik matriks juga menentukan karakteristik dari sebuah ma-
triks transformasi linear. Hubungan antara prapeta dan petanya, ditentukan
oleh karakteristik matriks transformasi linear, misalnya hubungan antara prapeta
{v1,v2} ketika ditransformasikan menggunakan matriks X € R™*" dengan peta-
nya {ojuy, ogus}. Vektor u, v masing-masing adalah vektor unit, sehingga dengan

demikian apabila jumlah vektor v dan v ada sebanyak n buah, maka berlaku:

Xv; =ou;, 1 <i<n (2.44)
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Dalam notasi matriks:

op - 0

X_ Ul 1)2 .. /l]n } —_— |:u1 u2 DRI un
(2.45)

dengan

U : matriks dengan u; = =Xu; .
V : matriks yang dibentuk oleh vektor eigen normal matriks X7'X.

L : matriks diagonal yang entri-entrinya adalah nilai singular matriks X.

Hubungan ini dapat pula ditulis sebagai:
XV =UL (2.46)

Karena V adalah matriks ortogonal, maka dengan mengalikannya dengan

VT dari kanan diperoleh:

o - 0
T
X=[w wp oo w || 5 i o (2.47)

0 - o,

Bentuk diatas disebut dengan bentuk dekomposisi nilai singular.

Berikut akan dijelaskan mengenai cara untuk membentuk matriks U dan
V. Misalkan diketahui matriks X € R"™*" dengan rank X = r. Kemudian
dibentuk matriks X?X, dan dicari nilai-nilai eigen dan vektor-vektor eigennya.

Misalkan Aq, Ag, . . . , A, merupakan nilai-nilai eigen matriks X7X dan vy, v, ..., v,
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merupakan vektor-vektor eigen matriks X7 X dengan v; merupakan vektor eigen
yang bersesuaian dengan )\;. Karena X7X matriks simetri maka vektor-vektor
eigennya membentuk basis ortonormal. Dengan demikian dapat dibentuk matriks
V= [ V1 Vg e Uy ] yang merupakan matriks ortogonal.

Menurut definisi nilai eigen
XTXv; = \v; untuk setiap 1 <i <n (2.48)
sehingga diperoleh
UZ‘TXTXU]‘ = UZ‘T)\j’Uj = )‘j <UZ', Uj> (249)

Menurut Teorema (2.6.1)) ada sejumlah r singular yang tidak nol. Dengan demi-
kian, untuk nilai positif A\; dengan j = 1,2,...,r dapat didefinisikan o; = /};

dan bentuk vektor u; = 2Xuv;. Diperhatikan bahwa (u;, u;) = (+Xuv;)" =Xv; =

Aj Aj
ooy (VT XIXwj) = 25 (viTvy) = 2L (v;, v5) dan,

1. Untuk ¢ # j, diperoleh (v;,v;) = 0 dan akibatnya

(ug, u;) = —; (v5,v;) = 0=0 (2.50)

1=1 (2.51)

Dari dan (2)), berakibat himpunan {u;.us,...,u,} merupakan basis ortonor-

mal. Dibentuk matriks U, dan V yang masing-masing dibangun oleh vektor-



45

vektor eigen u dan v. Maka diperoleh:

0 | >
(UTXV)U == uiTij == J (252)

oj (ui,u;) j<r
Sehingga U7XV = L atau dengan kata lain X = ULV,

Algoritma Dekomposisi Nilai Singular

1. Dibentuk matriks X7X dan tentukan sejumlah r nilai singular tak nol-

nya. Misalkan {01, 09, ..., 0, } merupakan nilai-nilai singular tak nol matriks
XTX dengan oy > 09> ... >0, > 0py1 = ... =0, = 0.
o - 0

2. Dibentuk matriks diagonal L =
0 - o,

3. Dicari himpunan vektor eigen matriks X7 X. Misalkan {v1,v9,...,v,} meru-
pakan vektor-vektor eigen matriks X?X dengan v; merupakan vektor eigen

yang bersesuaian dengan \;.

4. Dibentuk matriks ortogonal V, dengan elemennya merupakan vektor-vektor

kolom {vy,v,...,v,}, sebagai berikut V.= | v, vy --- v,
5. Dibentuk himpunan vektor {us, us, ..., u,} dengan u; = %Xvi untuk setiap
1< <n.

6. Dibentuk matriks ortogonal U, dengan elemennya merupakan vektor-vektor

kolom {uy,us,...,u,}, sebagai berikut U = [ Uy Uy e Uy
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Contoh 2.6.1. Misal diberikan X sebuah matriks berukuran 8 x 8 sebagai berikut:

Cari matriks XTX :

XX

6
10

14
14
14

10
1

6

S W N O 0 = Ww ot

10 2

N Ot W O

o

12
8
4

10
15

10
12

5 8
4 4
2 12
8 0
14 0
15 7
11 10
4 0

14 0

0 12

6 95

11 4

10 0

10 2

1 3

1 3

14 14 14

13 7
8 0
7 3
1 7

6
3
0

10 12 3

10 1

5 8
4 4
2 12
8 0
14 0
15 7
11 10
4 0

14
13

10
10

14




459 187 312 406 326 472 256 192

187 364 196 244 206 295 251 220

312 196 389 342 290 446 265 175

406 244 342 667 295 476 423 182

XX

326 206 290 295 373 430 234 203

472 295 446 476 430 683 451 345

256 251 265 423 234 451 457 291

192 220 175 182 203 345 291 261

maka nilai eigen dari X7X adalah:

A1 = 2673.367 Ag = 327.003 A3 =296.233 A\, = 164.048

A5 =111.969 N\ =67.577 A7 =11.835  Ag =0.968

sehingga vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen tersebut adalah:

v =

0.357
0.254
0.329
0.419
0.317
0.488
0.354
0.246

Vg =

—0.378
0.529
—0.158
—0.456
—0.046
0.056
0.308
0.495

V3 =

—0.257
0.094
—0.235
0.644
—0.424
—0.270
0.445

—0.064

Vyq =

0.126
0.765
0.003
0.181
0.159
—0.321
—0.427
—0.235




Vs =

0.532
—0.056
—0.798

0.020

0.114
—0.035
—0.007

0.248

Vg —

Dibentuk matriks diagonal L

o] (@] (@) o] (@] (@) @] §‘
et

) ) jen} ) ) jen) éy )
S

—0.479
—0.155
—0.207
0.170
0.805
—0.121
0.083
—0.073

o ) (e} o ) ; o )
<@

Uy =

@) jan) (@] (@) §' (@] (@) @)
=

] [a] (@) §‘ [aw] [a) ] [aw]
S

0.316
—0.113
0.344
—0.139
0.161
—0.748
0.324
0.242

o] (@] §‘ o] [aw] (@) ] ]
<N

O%OOOOOO

Vg =

éy o (e} o ) e} o )
%

0.184
0.152
—0.116
—0.347
0.075
0.084
0.536
—0.714

48
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51.705 0 0 0 0 0 0 0
0 18.083 0 0 0 0 0 0
0 0 17.211 0 0 0 0 0
L _ 0 0 0 12.808 0 0 0 0
0 0 0 0 10.582 0 0 0
0 0 0 0 0 8221 O 0
0 0 0 0 0 0 3440 O
0 0 0 0 0 0 0 0.984

Dibentuk matriks V dari himpunan vektor-vektor eigen dari XX

V = V1 Vy Vg Vg4 Vs Vg VU7 Vs

0.357 —0.378 —0.257 0.126 0.532 —-0479 0.316 0.184
0.254 0.529 0.094 0.765 —0.056 —0.155 —0.113 0.152
0.329 —0.158 —-0.235 0.003 -0.798 —0.207 0.344 —0.116
0.419 —-0456 0.644 0.181 0.020 0.170 —-0.139 -0.347
0.317 —0.046 —-0.424 0.159 0.114 0.805 0.161  0.075
0.488 0.056 —0.270 —-0.321 -0.035 —-0.121 —-0.748 0.084
0.354 0.308  0.445 —0.427 -0.007 0.083 0.324  0.536
0.246 0.495 —-0.064 —-0.235 0.248 —-0.073 0.242 —0.714

Dibentuk himpunan vektor {u,us, ..., u,} dengan u; = %Xvi untuk setiap 1 <



t < n. untuk ¢« = 1 diperoleh

u; = —Xu;
o1
6 10 2
10 1 12
79 8
1 5 3 4
S I 1 ISR,
2 2 10
14 0 6
0 12 5
U =

5 8
4 4
2 12
8 0
14 0
15 7
11 10
4 0

0.487
0.406
0.323
0.226
0.248
0.443
0.391
0.177

14
13

10
10

14

0.357
0.254
0.329
0.419
0.317
0.488
0.354
0.246




dengan cara yang serupa dapat diperoleh untuk us, ug, . .

UL =

Uy =

0.487
0.406
0.323
0.226
0.248
0.443
0.391

0.177

0.466
—0.264
—0.122
—0.076

0.367
—0.531

0.370
—0.371

U =

Ug =

0.668
—0.072
0.073
—0.181
—0.203
—0.149
—0.573
0.346

0.109
—0.603
0.293
—0.356
—0.166
0.537
0.094

—0.295

Us =

U7 =

0.018
—0.302
—0.522

0.154

0.608

0.376
—0.260

0.182

—0.146
0.366
0.100

—0.802
0.425
0.006

—0.100
0.003

., Ug, yaitu

Uy =

usg =

—0.248
—0.402

—0.265

0.530
0.067
0.289

0.116
0.569

—0.060
0.073
0.472
0.337
0.317

—0.039

—0.534

—0.518
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Dibentuk matriks U dari himpunan vektor-vektor {uy, ua, ..

U

Uy Uz

0.487
0.406
0.323
0.226
0.248
0.443
0.391

0.177

Uz Uq

0.668
—0.072
0.073
—0.181
—0.203
—0.149
—0.573
0.346

Us Ug U7 Us]

0.018 —0.248 0.466
—-0.302 —0.402 —0.264
—-0.522  0.530 —0.122
0.154  0.067 —0.076
0.608  0.289  0.367
0.376  —0.265 —0.531
—-0.260 0.116  0.370
0.182  0.569 —0.371

0.109
—0.603
0.293
—0.356
—0.166
0.537
0.094
—0.295

'7un}

—0.146
0.366
0.100

—0.802
0.425
0.006

—0.100
0.003
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—0.060
0.073
0.472
0.337
0.317

—0.039

—0.534

—0.518



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Flow Chart Pemampatan Citra

Sebuah citra digital yang akan dimampatkan dengan menggunakan meto-
de Dekomposisi Nilai Singular direpresentasikan terlebih dahulu ke dalam sebuah
matriks X. Selanjutnya matriks ini dibentuk ke dalam matriks Z untuk selan-
jutnya dicari nilai Dekomposisi Nilai Singular atau SVD dari matriks Z tersebut.
Hasil perhitungan Dekomposisi Nilai Singular (SVD) pada matriks Z kemudi-
an digabungkan dengan Transformasi Karhunen-Leove untuk mereduksi matriks
transformasi. Selanjutnya matriks yang telah direduksi ditransformasikan de-
ngan menggunakan persamaan ([2.39) untuk mendapatkan komponen utama dari
matriks citra X. Pemampatan citra digital dengan menggunakan metode Dekom-
posisi Nilai Singular dapat dilihat sebagai bagan pada Gambar (3.1)).

Setelah selesai ditransformasi, komponen utama di ruang eigen dikem-
balikan ke dalam bentuk matriks X dengan menggunakan transformasi balikan
Karhunen-Leove, dengan mengkalikan hasil transformasi Karhunen-Loeve dengan
matriks transformasi yang telah direduksi dimensinya, selanjutnya dengan ditam-
bahkan matriks rata-rata dari matriks citra maka diperoleh citra digital yang su-
dah dimampatkan. Transformasi Balikan Karhunen-Loeve dapat dilihat sebagai

bagan pada Gambar (3.2)).
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// Citra (Image) //

v

Representasi
Matriks Citra (X)

— T,

Membentuk Matriks

— 1 —
Z-V(n_—l)(XP)T

v

Membentuk Matriks
Kovarian (X)

Mencari SVD
dari matriks Z

4

¥

Membentuk Matriks E
dari Matriks X

Mendapatkan
Matriks V dari SVD

1

Transformasi
Karhunen-Loeve

Reduksi

Gambar 3.1: Flow Chart Pemampatan Citra

Matriks Transformasi

+

Hasil Transformasi
Karhunen-Loeve

o4
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Hasil Transformasi
Karhunen-Loeve (Y)

Dikalikan dengan
Matriks Transformasi

+

Ditambah dengan
Matriks rata-rata

v

Hasil Transformasi
Balikan KL

1

Gambar 3.2: Flow Chart Transformasi Balikan Karhunen-Loeve
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3.2 Representasi SVD sebagai KLT

Dari data matriks X berukuran m x n, kita mendefinisikan matriks baru

Z berukuran n x m sebagai berikut

(X — )" (3.1)

Perhatikan bahwa

'z = ( nl_l(X—u)T>T (\/%(X—M)T)

- ¥ (3.2)

Berdasarkan persamaan (3.2)) dapat dipastikan matriks Z7Z sama dengan matriks
kovarian . Komponen utama dari matriks X dapat diperoleh dari Transformasi

Karhunen-Loeve melalui persamaan ([2.37))
Y =E"(X-p)

dimana matriks E adalah matriks yang elemen-elemennya vektor eigen dari ma-
triks kovarian Y. Jika dilakukan dekomposisi nilai singular atau SVD dari matriks

Z maka diperoleh

T
7 = Uy Uy - un] o V1 Uy e Uy



o7

dimana matriks V adalah matriks yang elemen-elemennya vektor eigen dari ma-
triks ZTZ. Matriks Z7Z dan ¥ merupakan matriks yang sama dari persamaan
(3.2)), maka nilai eigen dan vektor eigen dari matriks Z7Z dan X haruslah sama,

sehingga matriks E dan matriks V sama,
E=V (3.3)
sehingga persamaan dapat disubtitusi dengan persamaan (3.3) menjadi
Y = VI(X —p) (3.4)

Matriks W yang telah dijelaskan pada subbab merupakan hasil re-
duksi dari matriks E menurut persamaan (2.38)) sebagai berikut

W= e e - e
€11 €2 - Gk
€21 €22 - €2
€m1 €m2 - Emk

Dalam subbab ini, persamaan (2.38)) dapat disubtitusi dengan menggunakan
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persamaan (3.3) menjadi

= [ Vi Vo oo Vg }
U1 V12 - Vig
V21 V22 -+ Vg

= (3.5)
Uml Um2 - Umk

maka persamaan (3.4]) dapat direduksi dengan matriks W pada persamaan ((3.5])
menjadi

Y = WH(X — ) (3.6)

3.2.1 Transformasi Balikan Karhunen-Loeve

Transformasi Balikan Karhunen-Loeve merupakan transformasi untuk
mengembalikan hasil transformasi komponen utama yang telah direduksi, menjadi
matriks citra yang berdimensi sama dengan matriks citra semula, untuk kembali
direpresentasikan sebagai sebuah citra. Matriks V merupakan matriks ortonor-

mal, maka matriks citra X dapat diperoleh dari persamaan ([3.4)) sebagai berikut

Y = VI(X-p)
VY = VVI(X —p)
VY = X —yu

VY +p = X
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Transformasi balikan Karhunen-Loeve dengan dimensi komponen utama yang be-

lum direduksi adalah

X=VY +p (3.7)

sehingga transformasi balikan Karhunen-Loeve dengan matriks V yang telah dire-

duksi menjadi matriks W sesuai dengan persamaan (3.6) adalah sebagai berikut

X =WY + 4 (3.8)

3.3 Ilustrasi Pemampatan Citra Digital

Misal diberikan sebuah citra 4-bit dengan ukuran 8 x 8 yang ditujukkan

dengan Gambar (3.3)). Selanjutnya citra direpresentasikan dengan matriks X

Gambar 3.3: Citra 4-bit



berukuran 8 x 8 sebagai berikut:

14 15
15 15 15
14 15 5

S =TS, S PN
o

12 15 15 12
10 15 15 9
11 13 13 10

dan matriks rata-rata p adalah

4.5 4.5 4.5 4.5
5.9 2.5 2.5 9.5
8.38 838 838 838
11.25 11.25 11.25 11.25
8.38 838 838 838
12 12 12 12
11.13 11.13 11.13 11.13

11.63 11.63 11.63 11.63

2 4 5 9
2 3 5 9
8 5 8 9
15 6 9 9
6 2 9 9
12 10 10 10
9 10 11 10
1211 11 12

4.5 4.5 4.5 4.5
2.5 5.5 2.5 2.5
8.38 838 838 8.38
11.25 11.25 11.25 11.25
8.38 838 838 &.38
12 12 12 12
11.13 11.13 11.13 11.13

11.63 11.63 11.63 11.63
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dibentuk matriks Z sesuai dengan persamaan ((3.1)), maka diperoleh

Sl-

1
8§—1

0.95
—0.19
—0.57
—0.95
—0.95
-0.19

0.19

1.70

2.5
—1.5
—3.38
—5.25
—1.38

—1.13
—0.63

—0.57
—0.95
—0.95
3.59
—1.32
—0.95
-0.19
1.32

(X —p)"

—-0.5
—2.5
—5.38
3.75
5.63

3

3.88
1.38

3

—1.28
—2.03
2.13
2.50
—0.14
—1.28
—-0.14
0.24

—1.5
—2.5
5.63
3.75
6.63

3.88
1.38

—1.98
1.42
1.42
1.42
1.42

—1.98

—0.85 0.24

—0.85 0.24

—-25 =25 —=0.5

9.5 —-3.0 =25

6.63 —0.38 —3.38

3.75 3.7 =525

—3.38 —2.38 —6.38

0 0 -2

—-2.13 =213 -1.13

—-1.63 0.38 —0.63

—0.52 0
213 1.13
250  1.13
—1.28 0

—0.90 0

—-2.41 —-0.76
—0.76

—0.76

Cari Dekomposisi Nilai Singular (SVD) dari matriks Z

Z

U L VT

—0.43
1.46
1.46

—0.80

—0.80

—0.43

—0.05

—0.43

0.5 4.5

=05 3.5
—-0.38 0.63
—2.25 —2.25
0.63 0.63
-2 -2
—-0.13 —1.13

—0.63 0.38

—0.24
0.52
0.52

—0.61
0.14

—0.24

—0.24
0.14




dengan

—0.37
0.35
0.63
0.15
0.03

—0.54

—0.12

—-0.14

6.17

o o o o o o o

—0.18
0.02
0.35
0.60
0.57
0.28
0.28
0.10

t

—0.20
—0.49
—0.11
0.82
—0.04
—0.10
—0.05
0.15

g

3

—0.09
0.68
0.56
0.13

—0.33

—-0.12

—0.25

—0.12

0
0
.39
0
0
0
0
0

022 —0.04
0.01  0.69
0.09 -0.63
—-0.10  0.27
—-0.68 —0.03
—-0.30 —0.17
0.16 —0.17
0.60  0.08
0 0
0 0
0 0
235 0
0 1.38
0 0
0 0
0 0
0.59  0.04
0.41  0.54
0.07 —0.74
—-0.43 0.39
0.52 —0.01
—-0.07 0.11
0.16 —0.02
0.02 —0.02

e}

0.14 —-0.65
0.19  0.09
0.18 —0.13
0.28 —0.06
—-0.63 —0.12
0.42  0.16
—0.04 0.72
-0.52 —0.01
0 0 O
0 0 0
0 0 O
0 0 O
0 0 0
&3 0 0
0 057 0
0 0 O
—0.47 —0.34
0.23  0.06
-0.04 —0.09
—0.44 0.05
—-0.12 0.18
0.38 —0.86
0.58  0.30
-0.19 —-0.07

—0.47
0.09
0.15

—0.10

—0.08
0.51

—0.54
0.44

0.31
0.02
0.08
0.16
—0.45
—0.08
0.54
0.62

0.35
0.35
0.35
0.35
0.35
0.35
0.35
0.35

0.42
—0.16
0.06
0.28
—0.21
—0.03
0.35
—0.74
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Misal diambil 4 komponen utama dengan nilai eigen terbesar, maka ma-
triks transformasi W direduksi dari matriks V dengan memilih 4 vektor eigen

yang bersesuaian dengan nilai eigen terbesar,

W = U1 V2 U3 U4]

—-0.18 —-0.09 0.59 0.04
0.02 068 041 0.54
035 056 007 —0.74
0.60 0.13 -043 0.39
0.57 —-0.33 0.52 —-0.01
028 -0.12 —-0.07 0.11
028 -0.25 016 —0.02

0.10 -0.12 0.02 —-0.02

sehingga hasil transformasi dengan 4 komponen utama dapat diperoleh dari per-

samaan (3.6)) sebagai berikut

Y = W/(X-p)
[ —5.95 5.66 10.25 2.51 0.56 —884 —1.87 —2.32 ]
—-3.00 =750 —-1.62 12.73 —-0.61 —1.52 —-0.76 2.29
1.95 0.08 0.81 —-0.89 —6.08 —2.68 1.46 5.37

—-0.24 427 -390 168 —-0.16 —1.06 —1.08 0.48

Hasil dari transformasi Karhunen-Loeve (matriks Y) merupakan hasil
pemampatan citra menggunakan 4 komponen utama dengan nilai eigen terbesar,
namun hasil dari transformasi ini tidak dapat langsung dilihat perubahannya,

untuk itu perlu dilakukan transformasi balikan Karhunen-Loeve guna mengem-
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balikan hasil transformasi ke matriks citra berdimensi yang sama dengan matriks
citra semula, untuk kembali direpresentasikan sebagai sebuah citra. Transformasi
balikan Karhunen-Loeve dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan ((3.8)

sebagai berikut.

X = WY +yu

6.97 435 313 247 087 4.60 572 7.89
3.98 283 287 1478 255 261 495 9.44
494 3.03 1398 15.04 790 5.03 820 8.88
6.39 1527 15.26 1547 14.04 6.52 899 8.07
7.00 14.10 1523 5.08 5.73 245 834 9.07
10.53 1491 14.53 1149 12.63 9.79 11.34 10.77
10.51 14.48 14.60 8.3 10.46 8.61 11.04 10.76

11.43 13.07 1297 10.27 11.61 10.85 11.58 11.22

Hasil dari transformasi balikan Karhunen-Loeve dapat direpresentasikan kembali

sebagai sebuah citra, yang ditunjukkan pada Gambar (3.4]).

Gambar 3.4: Hasil pemampatan Citra 4-bit



65

Hasil yang diperoleh pada Gambar ({3.4]) tidak terlalu jelas terlihat, kare-
na ukuran citra yang digunakan terlalu kecil, untuk lebih jelasnya akan diberikan

beberapa contoh pemampatan citra pada subbab

3.4 Studi Kasus Pemampatan Citra Digital

Pada subbab ini akan diberikan contoh citra digital yang akan di-
mampatkan dengan pengambilan beberapa komponen utamanya. Citra Pentagon
yang ditunjukkan pada Gambar (3.5 akan digunakan sebagai contoh untuk proses

pemampatan citra.

Gambar 3.5: Pentagon Image

Citra Pentagon ini berukuran 512 x 512 pizel dengan ukuran berkas
258 kilobyte yang akan direpresentasikan menjadi matriks citra, sehingga dapat
dilakukan transformasi citra. Nilai eigen dari matriks citra Pentagon ditunjukkan
dalam diagram pada Gambar (3.6)).

Nilai eigen terbesar akan bersesuaian dengan komponen utama pertama,
hal serupa akan terjadi untuk komponen utama kedua yang akan bersesuaian de-

ngan nilai eigen terbesar kedua, dan seterusnya. Proses pemampatan citra dengan
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Milai Eigen

0 2 4 5 g 10 12 14 16 18 20
“ektor Eigen

Gambar 3.6: Nilai Eigen dari Matriks Citra Pentagon

metode Dokomposisi Nilai Singular dan menggunakan Transformasi Karhunen-
Loeve akan memilih komponen-komponen utama yang terbesar dan bersesuaian
dengan nilai-nilai eigen yang terbesar pula, atau dengan kata lain pemampatan
citra dengan metode ini akan membuang komponen utama terkecil yang bersesu-
aian dengan nilai eigen rendah (mendekati nol).

Matriks citra Pentagon (matriks X) ditransformasikan dengan menggu-

nakan persamaan (|3.4))

Y =Vi(X-p)

dan dari transformasi citra ini, akan diperoleh 512 komponen utama di ruang
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eigen dari matriks citra Pentagon,yaitu

[ —52.4257 —45.4380 --- 7.4307 ]
56.9621  62.6114 --- 38.5675
Y (512x512) =
0.0064 0.0110 --- —0.0064
0.0000 —0.0000 --- —0.0000

dan bisa digambarkan seperti pada Gambar (|3.7))

Gambar 3.7: 512 Komponen Utama dari Matriks Citra Pentagon

Misal diambil 40 komponen utama dengan nilai eigen terbesar, maka

matriks transformasi W menjadi

W = Vi Vg e+ Vi

dengan {vy,vg,...,v4} adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan 40 nilai ei-

gen terbesar. Matriks citra Pentagon sebagai matriks X akan direduksi dengan
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persamaan (|3.6))

Y =WH(X - p)

Hasil dari transformasi citra, diperoleh 40 komponen utama di ruang eigen dari

matriks citra Pentagon yang telah direduksi, yaitu

—52.4257 —45.4380 --- 7.4307
56.9621 62.6114 --- 38.5675

Y sox512) =
5.2507 —11.6241 --- 57.6232

dan bisa digambarkan seperti pada Gambar (|3.§]).

pote T

Gambar 3.8: 40 Komponen Utama dari Matriks Citra Pentagon

Hasil dari transformasi Karhunen-Loeve yang berupa reduksi dari kom-
ponen utama, kemudian dilakukan transformasi balikan Karhunen-Loeve untuk
mengembalikan citra hasil transformasi menggunakan 40 komponen utama dengan
nilai eigen terbesar, menjadi matriks citra dengan dimensi yang sama dengan ma-
triks citra semula. Hasil transformasi balikan Karhunen-Loeve ditunjukkan pada
Gambar Setelah dilakukan pemampatan citra, hasil dari pemampatan citra
Pentagon menggunakan 40 komponen utama dengan nilai eigen terbesar, ukuran
berkas menjadi 22 kilobyte.

Pereduksian matriks W atau dengan kata lain pemilihan banyaknya kom-
ponen utama yang membentuk sebuah matriks citra menentukan kualitas gam-

bar yang berbanding terbalik dengan besarnya pemampatan citra yang terjadi.
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Gambar 3.9: Citra Pentagon dengan 40 Komponen Utama

Berikut ini contoh lain hasil pemampatan citra Pentagon menggunakan 6 kom-

ponen utama dengan nilai eigen terbesar yang ditunjukkan Gambar (3.10]). Hasil

Gambar 3.10: Citra Pentagon dengan 6 Komponen Utama

pemampatan citra Pentagon dengan 6 komponen utama menghasilkan ukuran
berkas yang semakin kecil, yaitu 5 kilobyte.

Untuk lebih jelasnya, berikut diberikan hasil pemampatan citra Penta-
gon dengan berbagai komponen utama yang ditunjukkan Gambar (3.11)). Hasil

pemampatan citra dengan berbagai komponen utama menghasilkan kualitas gam-
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bar yang berbeda, dengan ukuran berkas yang berbeda pula, ukuran berkas dari

berbagai komponen utama disajikan dalam Tabel (3.1)).

2 Komponen Utama 6 Komponen Utama

100 Koponen Utama

40 Komponen Utama 80 Komonen Utama

Gambar 3.11: Citra Pentagon dengan beragam Komponen Utama

Tabel 3.1: Tabel Ukuran Berkas dari Citra Pentagon

| Komponen Utama | Ukuran Berkas Komponen Utama |

2 3 KB
6 5 KB
8 6 KB
10 7 KB
20 12 KB
40 22 KB
60 32 KB
80 42 KB
100 52 KB

Berikut ini merupakan contoh lain pemampatan citra menggunakan be-

berapa komponen utama, ditunjukkan dengan Gambar Lena (3.12) dan Gambar
Sky (3.13)).



2 Komponen Utama

i
|

40 Komponen Utama 80 Komponen Utama 100 Komponen Utama

Gambar 3.12: Citra Lena dengan beragam Komponen Utama

2 Komponen Utama 6 Komponen Utama 10 Komponen Utama
40 Komponen Utama 80 Komponen Utama 100 Komponen Utama

Gambar 3.13: Citra Sky dengan beragam Komponen Utama
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Pemampatan citra digital dengan metode dekomposisi nilai singular meng-
gunakan konsep dari matriks kovarian, vektor eigen, dan nilai eigen. Metode ini
menggunakan transformasi Karhunen-Loeve yang merupakan bagian dari Anali-
sis Komponen Utama, dimana dalam proses pemampatan citra digunakan untuk
mereduksi dimensi dari komponen utama sebuah citra. Metode ini dapat menge-
fisienkan proses pemampatan citra digital.

Dekomposisi nilai singular dapat direpresentasikan terhadap transforma-
si Karhunen-Loeve. Matriks citra X ditransformasikan menjadi matriks Z, dengan
Z = \/ﬁ(X —u)T. Matriks V yang merupakan hasil dekomposisi nilai singular
terhadap matriks Z akan bernilai sama dengan matriks E yang berisi himpun-
an vektor eigen dari matriks kovarian ¥, maka matriks V dapat mensubtitusi
matriks E dalam transformasi Karhunen-Loeve, sehingga persamaan dekomposisi

nilai singular terhadap transformasi Karhunen-Loeve adalah
Y =VI(X—p)

Persamaan untuk memampatkan sebuah citra digital menggunakan tran-

sformasi dari matriks yang telah direduksi, sehingga persamaan pemampatan citra
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adalah sebagai berikut
Y = W'(X —p)

Matriks yang telah ditransformasikan untuk pemampatan citra, perlu
ditransformasikan kembali untuk mengembalikan hasil transformasi komponen
utama yang telah direduksi menjadi matriks citra berdimensi awal untuk kembali
direpresentasikan sebagai sebuah citra. Adapun persamaan transformasi balikan
Karhunen-Loeve adalah

X=WY +pu

4.2 Saran

Pada skripsi ini, metode yang digunakan hanya terbatas pada matriks
persegi dan citra hitam-putih 8 bit. Pengembangan metode ini bisa dilakukan

untuk matriks persegi panjang dan citra warna 24 bit atau lebih.



DAFTAR PUSTAKA

Andleigh, Prabhat K. and Thakhar, Kiran. 1995. Multimedia System Design. New

Jersey: Prentice Hall, Inc.
Anton, Howard. 1998. Aljabar Linear Elementer Edisi Kelima. Jakarta: Erlangga.

Dony, R. D. 2001. The Transform and Data Compression Handbook. Boca Raton:
CRC Press LLC.

Munir, Rinaldi. 2004. Pengolahan Citra Digital dengan Pendekatan Algoritmik.

Bandung: Informatika.

Ranade, Abhiram. 2000. A Variation on SVD Based Image Compression. Mum-

bai: Indian Institute of Technology.

Syamsuddin, Muhammad Rusdi. 2006. Jarak Proyeksi Titik Uji ke Titik Ciri da-
lam Sistem Penentu Sudut Pandang Menggunakan Metode Nearest Feature Li-

ne. Jakarta: Universitas Indonesia.

74



LAMPIRAN-LAMPIRAN

LAMPIRAN 1

M-File pemampatan citra menggunakan Matlab 7.7

IMerepresentasikan Citra ke dalam bentuk Matriks
[fly,map] = imread(’lena.bmp’);

fly=double(fly) ;

Ymendefinisikan ukuran matriks citra

[m nl=size(fly);

Jmenghitung rataan perbaris dari matriks

mn = mean(fly,2);

Jmengurangkan matriks citra dengan rataannya

X = fly - repmat(mn,1,n);

Ymendefinisikan matriks Z

Z=1/sqrt(n-1)*X’;

Ymencari matriks kovarian

COVZ=Z’*7Z;

Jmenghitung SVD dari matriks Z

(U,L,V] = svd(Z);

5



Jmenentukan banyaknya komponen utama terbesar

k=100;

Y%Transformasi Karhunen-Loeve
w=v(:,1:k);

Y=W’*X;

Jmencari proporsi kumulatif
1=diag(L#*L’);
e=repmat(1,1,n)*1;

11=1’; 11=11(:,1:k); 11=11’;
d=repmat(1,1,k)*11;

ratio = d/e;

Y%Transformasi Balikan Karhunen-Loeve
XX=Wx*Y;

XX=XX+repmat (mn,1,n);

Jmenampilkan hasil citra
image (XX)
colormap (map)

axis off, axis equal



LAMPIRAN 2

M-File nilai eigen menggunakan Matlab 7.7

J%nilai eigen dari matriks kovarian
eigenkov=eig(covZ);
Jnilai eigen dari hasil SVD matriks Z

eigenz=diag(L) .*diag(L)

Jmenampilkan diagram dari nilai eigen
bar(eigenz,’b’)

x1im([0 20])

xlabel (’Vektor Eigen’)

ylabel (’Nilai Eigen’)
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